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¢ Les documents et les calculettes ne sont pas autorisés.

& Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

¢ Justifier de fagon concise vos réponses aux questions.

¢ Indiquer votre nom en majuscules, ainsi que votre prénom et votre date de naissance dans
le volet prévu sur la copie.

Orbite de Mercure
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L'orbite de la planéte Mercure s'écarte notablement de celle prévue par la premiére loi de
Kepler: elle ressemble certes a une ellipse, mais dont le grandideur la figure) tourne autour
du Soleil, dans le plan de la trajectoire, a une vitesse angudlaienviron56” (secondes d’arc)
par année terrestre. Ce phénoméne, appedéession du périhéliea deux causes: I'attraction
gravitationnelle des autres planétes, principalement, et une petite correction apportée a la loi de
gravitation newtonienne par la relativité générale.

Dans la partie I, on étudiera I'orbite de Mercure en négligeant I'influence des autres planétes
et la correction relativiste. La masse du Soleil étant trés supérieure a celle de tous les autres corps
du systéme solaire réunis, on confondra le centre d'inertie du systéme solaire, suppose isolé, et le
centre du Soleil, situé ef. On décrira le mouvement de la planéte, représentée par le Jgint
dans le référentiel galilégf@xyz) défini ainsi: M tourne dans le sens trigonométrique autour de
O dans le planiOzxy) ; 'axe (Ox) est dirigé de I'aphéliel vers le périhélieP.

Dans la partie Il, on étudiera la précession du périhélie en modélisant I'influence des autres



planétes et la correction relativiste par une petite force s'ajoutant a la force gravitationnelle new-
tonienne exercée par le Soleil sur Mercure.

|. Orbite dans le modéle elliptique

L'objectif de cette partie est, connaissant la périddde révolution de Mercure autour du
Soleil et I'excentricité de son orbite, d’en déduire d’autres grandeurs intéressantes: la longueur
du grand axe de I'ellipse ; le moment cinétique ; la distance des points extrédretiX au Soleil,
ra etrp; etla norme de la vitesse en ces pointgetvp.

On donne les valeurs numériques suivantes:

e T =87,6jours~ 88 jours;

e ¢=0,206~0,2;

e constante de gravitation universell@:= 6,7x10~ ! unités S.I.;

e masse du SoleilMg = 2x 1030 kg.

On rappelle que I'équation en coordonnées polaires de la trajectoire elliptique est
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otr = |OM|, 8 = ((Oz),0M),
Ly L

p= GMgm?2 km’

Lo est le moment cinétique de Mercure par rappait &o = || Lo||, m est la masse de Mercure
etk = G Mgm.

Pour faciliter les calculs, on utilisera également les propriétes suivantes de I'stpmgsée
circulaire, de la Terre autour du Soleil :

e distance Terre-SoleilRy = 1,5x10"' m;

3

L 3 : R .
e période de révolution de la Terre autour du Sol&l .= 2« ij\(} ~ 365 jours;
s

e vitesse de la Terre sur son orbite:= /G Ms/Ry ~ 30km - s~ .

o

1. Ecrire en coordonnées polaires I'expression de la force gravitationﬁeébaercée par le
Soleil sur Mercure (introduire la constark&lans votre expression).

2. Calculer le momentM de la force par rapport@.

3. Démontrer que le moment cinétique de Mercure par rappOrteat constant au cours du
mouvement. Quelle est sa direction par rapport au plan de I'orbite ?

4. Le demi-grand axe de I'orbite de Mercure est reli€’& par la troisieme loi de Kepler:

mad

T=2
™V %

Exprimer le rappori’ /T, et en déduire une valeur numérique approchée(@a donne
(365/88)%/% ~ 2,60).
5. A partir de I'’équation polaire de la trajectoire, exprimer les distangest rp en fonction
de a et dee seulement. Donner leurs valeurs numériques approchées. Calculer le rapport
rA/Tp.
6. Quelle serait la trajectoire (hypothétique) de la planéte si I'excentricité était nulle ?



7. Calculer le moment cinétiqtlég aux points extrémaux en fonction de r4, rp, v4 €tuvp.

En déduire la norme de la vitesse au périhélie, en fonction de:, rp, k etm seule-
ment.

Exprimervp /vy et en déduire la valeur numeérique de.

ll. Orbite dans le modeéle de I'ellipse perturbée

On considére le modéle dans lequel une petite force de la forme

o B
FP(T) = ﬁuh

ou B est une constante, s'ajoute a la force de gravitation newtonienne exercée par le Soleil sur
Mercure.

1. Laforce totale est-elle toujours centrale ?

2. Projeter la deuxiéme loi de Newton (principe fondamental de la dynamique) sur la direction
radiale en coordonnées polaires. On obtiendra une équation différentielle en fonction de
d?r/dt?, d6/dt etr, ainsi que des paramétres du probléme.

¢

Une facon de traiter cette égquation consiste a faire le changement de va(@ble «(6), ou
u = 1/r. En exprimantld/dt¢ en fonction del.o, m etw, on obtient

d?u m B km
14+ == =, 1
d92+<+L2O>u 2 @)

L'origine des angles est choisie de telle sorte giiesoit au périhélie eA = 0. On noterau
la valeur deu enf = 0.

3. On se place dans le cas, déja étudié au Bot 0.
Résoudre 'équation (1) ci-dessus et exprimen fonction de.

En déduire I'équation de la trajectoir€f). Vérifier que la solution est bien une conique
et retrouver I'expression dedonnée au I.

4. On se place désormais dans le cag3o# 0.
Résoudre I'équation (1) et en déduire I'équation de la trajectoffg,

5. A linstant initial, Mercure se trouve au périnélie @a= 0. Pour quelle valeu’ de I'angle
6 la planéte se trouvera-t-elle a nouveau au périhélie, c’est-a-dire au plus prées du Soleil ?
6. On suppose quen B/L%| < 1.
Exprimerf’ — 2 r et en faire un développement limité au premier ordré3en
En déduire la vitesse angulaire de précess$iam fonction den, B, T et Lo.
7. La forceﬁp doit-elle étre attractive ou répulsive pour que le périhélie avance dans le méme
sens que la planéte ?

8. Représenter schématiquement le mouvement de Mercure (on exagérera la précession).

Note : La théorie newtonienne de la gravitation prévoyait une précession du périhélie de Mer-
cure inférieure det3” par siécle a la valeur observée. L'explication de ce résidu par Einstein, a
I'aide de la relativité générale, a été I'un des trois succes historiques de cette théorie.



