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Exercice 3
On considére la suite (u,,) ;  définie par récurrence al’ aide de lafonction
3

f:R,® R,, X f(x)=%

par
Uy
u,, =f(u) :?

et la donnée de up Strictement pogitif

1. Etudier lesvaridions et le Sgne de lafonction auxiliare g définie sur I'intervale [0, +¥[ par
g(x) = f(x)- x.
Lafonction polynomide g est dérivable, et g'(x) = x* - 1= (x- 1)(x+1) . On en déduit le tableau de variation

X 0 1 a +00
g (x) 0 - 0 +

0 > 400
2 \ /
-2/3
e «
0
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L’exigence et I unicité de a td que g(a)=0 sont impliquées par le théoréme des valeurs intermédiaires
(cf le cours) et lamonotonie de g.
A cette question, ou ala suivante, on abesoin de déterminer a, il suffit de résoudre

ia .

|—-a=0_, 1a’-3a=a(a’-3)=0 .

{3 0 (@-39=04 -5

* a>0 0 a>0

On en déduit que b = f(«/§):\/§.

2. Pour qudlle vaeur de up lasuite (u,),;  est-€lle constante ?

Lasuite (u,); , €t condante s et seulement S

("nl N,u,,=fu,)=u,)0 ("nl N,g@,)=0)U ( nl N,u, :J§)

S e saulement S, :J§.
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3. Discuter suivant lavaeur initide up de lasuite, la monotonie et la convergence de la suite (U,,) ;

Delaquestion 1 on déduit que
U, <3P g(u,)<0P u,, <u

u,>~/3p g(u)>0pP u,, >
Onaauss (veérification immédiate) que

un <»\/§D un+l<'\/§
un >\/§D un+1>‘\/5

On montre par récurrence (faites-1€) que
u, <</3p ( ni N u,<u etO<u,, <\/§)

& 3 au, 0 =0

U, >+/3P ¢" ni Nu,,>u, eu,,,3 o2z 3+

>3 g nT N, et g o
On en déduit

> 99U, <J§ , lasuite est décroissante, minorée (par 0) donc convergente. Lalimite L véifie

[
i —=L 0 L(L*- 3)=0 ..
[ 3 HE-39=04 g

|
i 0£L<

LogL<3 T V3

donc la suite converge vers 0 .
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Remarque : comme lasuite est décroissante, ona L £ U, < NED
> 9 U, =/3 lastite est constante.

> du,> J§ lasuite, minorée par une suite géométrique de raison >1 tend vers +¥ (en croissant).
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Remar ques

Ne pas dire que la suite est constante pour up=0 (dans I’ énonce, il est Supposé up>0)

discussion de lamonotonie : ele se déduit du signedeg. Une récurrence (ou du moins dire que cela
se montre par récurrence) est indispensable.

La variaion def n'est pas demandée mais elle est utile pour le 3) (et émentaire).

On peut auss dire quand u, >J§ que la suite est croissante et que s elle est mgorée, dle est
convergente vers une limite L telle que

YV V VY

i S

j—=L . tL{L-3)=0

I 3 Ui B

{L>\/§ 1 L>4/3

or ce systéme n'a pas de solution.

L’ineégdlite ricte vient de ce que comme lasuite est croissante, ona L3 u, >J§.

Références dans Université en Ligne (http:/Awww.ud.cicrp.jusseu.fr)

Le module «nombres rédls, suites et fonctions » et plus spéciaement la partie « gpprendre, suites numériques,

auites récurrentes ».
http://mwww.udl .cicrp.juss eu.fr/ud/mathemati ques/anal ysel/apprendre/l essuites/ 7.htm.

|utd maths@cicrp.jusseu.fr
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