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Corrigédel’examen et remar ques

Questionsde cours
On trouvera bien siir la réponse et des détails dans le cours, mais voici quelques remarques.

1) Donner la définition de la borne supérieure dans R d’une partie A non vide de R.

On peut donner la définition de deux fagons :
en francais
La borne supérieure Sd’un sous-ensemble non vide A de R est, s’il existe, le plus petit
des majorants.
en langage quantifié
Le réel Sest la borne supérieure d’un sous-ensemble non vide Ade R si
VXxe AX<S et Ve>0,axe A S-eg<X

Un théoréme du cours dit que si A est majoré, la borne supérieure de A existe. C’est une
propriété de R. Par exemple, I’ensemble des rationnels Q ne satisfait pas cette propriété.

Erreursfréquentes

» confondre majorant et borne supérieure,

» confondre borne supérieure et plus grand élément ou affirmer que la borne supérieure
appartient 2 A . S’il y a un plus grand élément, c’est la borne supérieure, si la borne
supérieure appartient a A c’est le plus grand ¢élément, mais (exemple classique) soit A
I’ensemble des rationnels positifs r tels que r’<2, cet ensemble a (dans R) une borne

supérieure : V2 et pas de plus grand ¢lément (\/5 est irrationnel et n’appartient pas a
A),
» des quantifications fantaisistes.

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu.fr)

La partie « les réels » du module « nombres réels, suites et fonctions », précisément
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/analysel/apprendre/lesreels/2 3.htm.
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2) Donner la définition d’une suite réelle (U,), convergente.
Définition
Soit (un) unesuiteréelle; on dit que (un) est convergente (ou converge) Sil existe unréel L
tel que (u,) convergeversL.
Pour obtenir la note maximale il fallait

» soit donner la définition en langage quantifié

ALeR,Ve>03INeN,VvneN(n=N=|u -L|<e),

» soit expliciter la définition d’une suite convergeant vers un réel.
Définition.
Soit (un) unesuiteréelle et soit L un réel ; on dit que (un) converge vers L quand n tend vers
+ ood I'unedespropriétés (a) (b) (c) équivalentes suivantes est vérifiée.

(a) Pour tout voisinage V del, il existe unrang N, tel que u, appartienne a V pour tout entier
n supérieur ou égal a N.

(b) Tout intervalle ouvert contenant LI contient tous les termes de la suite sauf pour un
nombre fini d'indices.

(c) Quel que soite >0, il existeN dans N tel quen >N entraine |u,—L|<e.

Il est bien évident que I'entier N dépend de la suite (un) etde ¢.

En langage formalisé :

Ve>0,3NeN,vneN (n=N=|u -L[<e)

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu. fr)

Le module «nombres réels, suites et fonctions » et plus spécialement la partie « apprendre,
suites numériques »
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/analysel/apprendre/lessuites/3.htm

Quelquesremar ques
1. s’en tenir & la premiére partie sans expliciter ce que veut dire converge vers L (ou a
pour limite L) est un peu court et ne justifiait pas 1’intégralité du baréme,
2. écrire « thermes » d’une suite est excusable a la rentrée d’une cure mais est a éviter en
suite.
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3) Montrer que toute suite croissante majorée est convergente

C’est un théoréme du cours

Théoreme.

Soit (Up) une suite croissante de réels, si (Un) est majorée, elle est convergente et
lim %, =sup {u,,.ﬂe N}

R

Remarques:
» un majorant n’est pas forcément la limite (d’ailleurs il y a une infinité de majorants et
une seule limite),

» dire que U,,, —U, >0=u,,, > U, est vrai mais sans grand intérét et ne doit pas faire

n+1
croire que I’on avance dans la démonstration.

Démonstration

La suite (up) étant majorée, ’ensemble A= {un, ne N} est une partie non vide et majorée de

R. A a donc une borne supérieure .
Posons L =sup{u,,neN}.

Soit ¢ >0, d'aprés la définition de la borne supérieure il existe un entier N tel que
L-e<u, <L

la suite (Un) étant croissante on a alors pour tout entier n>N
u,2u, = L-e<uy<u <L.

D'ou finalement :

Ve>0, 3NeN,VneN (nh=zN=L-¢<u <L)

et donc L =lim u

n—-+o0o N *

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu. fr)

Le module « nombres réels, suites et fonctions » et plus spécialement la partie « apprendre,
suites numériques »
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/analysel/apprendre/lessuites/6_1.htm
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Exercices

Exercicel
1. Calculer lim, Lz _3 T |-
I-x° 1-x
On peut par exemple travailler sur la forme de la fraction rationnelle (si le facteur X-1 ne se
simplifie pas, il n’y aura pas de limite)

2 3 2 3
1-x 1-x% 1=x)1+X) (1=X)1+x+X)

1 2 3
(1—x)((1+x)_(1+x+x2)j
1 242x42x —3-3x
(1=%)  (1+x(1+x+x)
1 2% —x—1
(1—x) (1+x)(1+x+x)
1 @x+D)(x=1)
(1—x) (1+x)(1+x+x)
3 2x+1

oy 2
D’ou pour x#1 : > T = - >
I-x 1- 1+ x)(1+x+x7)

X
et lim, [ — 3 -1
“H1-x 1-% 2"

Remarques:

Dire que I’on a des formes indéterminées ne fait pas de mal mais ne donne pas droit a
des points : c’est le but de I’exercice de lever I’indétermination

On peut aussi utiliser un développement limité des dénominateurs en 1. A priori
I’ordre 1 va suffire puisque la racine 1 est simple.

Attention : il faut le faire en 1 et non pas en 0 comme dans certaines copies.

Le signe — a souvent été omis.

VV VYV VY

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu. fr)

http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/analysel/apprendre/lesfonctions etudeloca
le/2_1.htm
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2. Calculer limx_wM.
In(x)—1
Une démonstration rapide s’obtient en écrivant (pour X# €)
sin(X) —sin(€) _ sin(X)—sin(e) ~ x-e
h(x)-1  x-e In(x) — In(e)
et en remarquant (dérivées en e des fonctions sinus et logarithme) que
- sin(X) —sin(e) In(x)—In(e) _1

li =cos(e) et lim —, d’ou I’existence de la limite et I’égalité
X—e X —_ e X—e X —_ e c
sin(X) —sin(e
— M = ecos(e)
x—e In(x)—1
Remarques

» On peut aussi faire des développements limités a ’ordre 1 en € au numérateur et au
dénominateur (si on les obtient par la formule de Taylor, on constate que c’est le
méme calcul qu’avec les dérivées).

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu. fr)

Pour la notion de dérivée, le module « nombres réels, suites et fonctions », partie « étude
locale des fonctions d’une variable réelle, continuité, limite, dérivabilité en un point ».
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/analysel/apprendre/lesfonctions etudeloca

le/3_1.htm
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Exercice2

1. Former le développement limité a 1’ordre 4 en 0 de la fonction
f R—>R Xt sin(X)cos(X)

I1 s’agit d’un produit : on calcule les développements limités en 0 a ’ordre 4 de chacun des
facteurs puis on fait le produit des parties principales en ne conservant que les termes de degré

au plus 4.
3

sin(x) = x—% +xe(X)
x* X
cos(X)=1-"—+ "+ x*s(X
(X) Y] (X)
d’ou

sin(X) cos(X) = (X—XZS+ X45(X)}(l _%2 +;(—; + X48(X)J

3 3
:x—x——x—+x4g(x)
6 2

3
= x—2TX+ x*e(X)

2. Former le développement limité a I’ordre 4 en 7 /4 de la fonction
fR—>R Xt exp(cos(X))

I1 s’agit d’une fonction composée : on calcule les développements limités a I’ordre 4 en 7 /4
du cosinus et en cos(z/4)=1/ V2 de I’exponentielle et on fait le produit de composition des
parties principales en ne conservant que les termes de degré au plus 4 .

Développement limité de la fonction cosinus a I’ordre 4 en 7 /4 : on pose t = X—7z /4 pour se
ramener a un développement en 0.

On a alors
cos(X) =cos(t+ 7 /4) =cos(t) cos(z / 4) —sin(t) sin(xz / 4)

= Lcos(t) - Lsin(t)

NE RN

1 . t

=——(l-——+——t+—+t'et
\/2( 2 24 6 ®)
1 S S .

=—(I-t——+—+—)+t'et
\/2( 2 6 24) ®

Développement limité de I’exponentielle en 1/ V2 :on pose U= y—%

1 ne 1 uz 3 u4
¢ =e”? =ele =e?(1+u+—+—+—+u's(U))
2 6 24

Il reste a composer
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2 £t

e = ef L= (-t et +t'e(t
( \/—( % ) )
1ottt Y
—(t——+— +—)+t &)
+(\/§ 2 6
2
B N S SRR R A B CI LR I Y
=t ) et —t-——+— +7 +te(t
(\/5( 2 2 ()) (\/'( 276" 24 ())
+ +
6 24
1 £ £t 1 vt
+| —=(t—-——+— +— +tle(t) | € —t——t—+—) +the(t
[ﬁ< oy ()) (=g e
On développe et ne conserve que les termes de degré au plus 4
2 3 4
geos — eJ_(1+ 1 (t_t_ t_ t_)
2 2 6 24
t4 s t!
_3 - - —_—
(t t*+ ) \/—( 2) 1
+2 2 ‘ ot ()
etﬁnalement
1 1 1 1
ecos(x) e\/_l R T — t3
( J_ 2( 7 (12J§ 4
th+tte(t
12\/— 96) (t)
et

€
000 :eﬁ(l_%(x—ﬁ/4)+(— +%)(X—7£/4)2

]
22

+— )(X /4 +(- !

1242

1 4 _ 4
o)X 4+ (X /) e (x)

12J_
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Remarques
» Dans les développements limités ne pas oublier d’écrire les epsilons (ou les petit 0)

Références dans Université en Ligne (http:/www.uel.cicrp.jussieu.fr)

Le module « développements limités », les sections «apprendre » et « s’exercer, calculs de

développements limités ».
http://www.uel.cicrp.jussieu. fr/uel/mathematiques/dev limites/sexercer/chapitre3/exos frame

s/ex1-1.html
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Exercice3

On considere la suite (U,),_ définie par récurrence a 1’aide de la fonction

neN

X3

f:R, >R, X f(x):?
par
u3
Uy = T (U,) ==

et la donnée de Uy strictement positif

1. Etudier les variations et le signe de la fonction auxiliaire g définie sur I’intervalle [0,+o0[
par g(x)= f(X)—X.

La fonction polynomiale g est dérivable, et g'(X)=X* —1=(Xx—=1)(X+1). On en déduit le
tableau de variation

X
e T 0 T

gx)

A% ”7
0

L’existence et ’unicité de a tel que g(a)=0 sont impliquées par le théoréme des valeurs
intermédiaires (cf le cours) et la monotonie de g.

A cette question, ou a la suivante, on a besoin de déterminer a, il suffit de résoudre

a3

~ -—a= ~3a=a(@-3)=0
3 a 0c> a —-3a=a(a -3) —a=B
a>0 a>o0

On en déduit que b= f(\/g) =43.

)
N
(8]
R
+
8

2. Pour quelle valeur de U la suite (U,),_, est-elle constante ?

La suite (U,),., €st constante si et seulement si

(VneN,u,, = f(u)=u,)<(¥neN, g(u,)=0) < (vneN,u, =+3).

> ¥ n+l
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si et seulement si U, = 3.

3. Discuter suivant la valeur initiale Uy de la suite, la monotonie et la convergence de la suite
(un )neN

De la question 1 on déduit que

un<ﬁ:>g(un)<0:>u <u,

n+l1
u >3=gU)>0=u, >u
On a aussi (vérification immédiate) que

0 <BBou <3
u, >v3=u,, >3

On montre par récurrence (faites-le) que
u, <\/§:>(Vne N u, <u,etO<u., <\/§)

n+1

n+1

u n
u,>~3=|vneNu, >u, etunﬂz(—oj NG

N

On en déduit
> siu, < V3, la suite est décroissante, minorée (par 0) donc convergente. La limite L

vérifie
L3
—=L L(L2—3):O
3 & \/, <L=0
0SL<\/§ 0<L<~3

donc la suite converge vers 0 .
Remarque : comme la suite est décroissante, ona L <u, < V3.

> siU,= 3 la suite est constante.

> siu, > V3 la suite , minorée par une suite géométrique de raison >1 tend vers +oo (en

croissant).

_ 25

=

. x

5 15

2 ) 10

o
i 5
..... —_— u] Fi LY
u 05 G 3 = | 3 |
u,=1,7<+3 u, =1,75>3
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Remar ques

Ne pas dire que la suite est constante pour Uy=0 (dans 1’énoncé, il est supposé Uy>0)
discussion de la monotonie : elle se déduit du signe de g. Une récurrence (ou du
moins dire que cela se montre par récurrence) est indispensable.

La variation de f n’est pas demandée mais elle est utile pour le 3) (et élémentaire).

YVV VY

On peut aussi dire quand U, > V3 que la suite est croissante et que si elle est majorée,
elle est convergente vers une limite L telle que

L3
— =L {L(L2—3)=0
3 & B
L>\/§ L>+3

or ce systéme n’a pas de solution.
L’inégalité stricte vient de ce que comme la suite est croissante, ona L >u, > V3.

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu.fr)

Le module «nombres réels, suites et fonctions » et plus spécialement la partie « apprendre,
suites numériques, suites récurrentes ».
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/analysel/apprendre/lessuites/7.htm.
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Exercice4
1. Chercher le PGCD (noté D) des polynomes suivants

A = X*-3X +3X?-3X+2
B = X'-3X’+4X*-6X+4

On fait la division euclidienne de A par B

X*=3X?+3X*-3X +2 X*=3X*+4X*-6X +4
—X*+3X°-4X*+6X -4 1
~X*+3X -2
puis
X*—3X>+4X*—6X +4 —X*+3X -2
-X*4+3X°-2X? -X?-2
2X?—6X +2
—2X*+6X -2
0

Le dernier reste non nul est donc —X* +3X —2 et, comme le PGCD est unitaire,
D=X>-3X+2.

2. Ecrire une relation de Bézout entre A, B et D.
De la premiere division de la question précédente on déduit que A=B-D.
3. Donner une factorisation de A et B en facteurs irréductibles dans R[X] puis dans C[X].

La deuxiéme division de la premicre question montre que
B=(X>-3X+2)(X*+2).

Une autre division donne
A=(X*>=3X+2)(X*+1)

On remarque que
D=(X-=-2)(X-1)

et comme X°+1 et X*+2sont des polynomes irréductibles de R[X] (de degré ¢é a

discriminant strictement négatif) on en déduit les factorisations en facteurs irréductibles dans
R[X] :

A = (XZ+D)(X-1)(X-2)
B = (X?+2)(X—-1)(X-2)
puis dans C[X]
A = (X+D)(X=DX-1)(X=2)
B = (X+iv2)(X-iv2)(X-1)(X-2)
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Remar ques
» On attendait un algorithme d’Euclide en 1) puis en 3) une factorisation du PGCD (de
degré 2 donc on sait en calculer les racines) puis de A et B en factorisant les quotients
de degré 2 aussi par D.
» On pouvait aussi repérer des racines évidentes, factoriser - résoudre la question 3) - et
en déduire le PGCD — question 1) - .
» De méme on pouvait remarquer sans autre formalité que B=A- D.

Références dans Université en Ligne (http:/www.uel.cicrp.jussieu.fr)

Module sur les polynomes et spécialement le chapitre « apprendre, arithmétique dans K[X]»
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/polynomes1/apprendre/titre 1l .htm.
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Exercice5

Trouver tous les polynomes P a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 4, tels que
P =P'0)=P"10)=P"(1)=6ct P(0)=1

Le fait de connaitre la valeur de dérivées successives en 1 incite a utiliser la formule de Taylor
enl.
Puisque P est de degré au plus 4 on a I’¢galité

_ Cnpry XD o (XD (XD,
P = P(1)+ (X =DP'(1) +== = P+ == == P"(1)+ == = P"()

Posant P™(1) = a et tenant compte des valeurs indiquées dans 1’énoncé :

_1\2 _1\3 _1\*
P=6+(X—1)6+(X D 6+(X D 6+(X D a
2 6 24
soit

_ 4
P=6+6(X—1)+3(X —1)> + (X =1)’ +%a
Prenant la valeur en O :
1= P(0)=6—6+3—1+-
24

qui donne a=-24
On en déduit que
P=6+6(X-1)+3(X -1)> +(X -1’ =(X =1)*
(réponse acceptée) ou en développant
P=1+7X-6X*+5X"-X*
Il y a donc une solution unique.

Remar ques

» Larecherche des coefficients de P en résolvant un systéme de 5 équations a 5
inconnues, un peu fastidieuse et longue, permettait d’obtenir tous les points de la
question (la perte de temps pénalisait déja suffisamment).

» Un erreur de logique a éviter : traiter a part le cas des polynomes strictement inférieur
a4 (de degré 3, 2,..) .Ce sont des polynomes de degré au plus 4 avec le coefficient du
terme X' nul, donc s’il y en a on les trouve en résolvant le systéme ou en appliquant la
formule de Taylor et si certains en trouvent c’est parce qu’ils oublient des conditions..

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu. fr)

» Module sur les polynomes et spécialement la rubrique « apprendre, fonctions
polynomes, formule de Taylor, étude des polynomes a coefficients réels ou comlexes»
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/polynomes1/apprendre/fa2.32/cours
03.htm.

» A larubrique « s’exercer, fonctions polyndmes », un exercice voisin est détaillé avec
indications de méthode
http://www.uel.cicrp.jussieu.fr/uel/mathematiques/polynomes1/sexercer/fe2.321/index
.htm.
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