Université Pierreet Marie Curie
DEUG MIAS 1

Examen de mathématiques 1
Septembre 2002

Corrigé del’examen et remarques

Questions de cours
On trouvera bien sOr laréponse et des détails dans le cours, mais voici quelques remarques.
1) Donner ladéinition de la borne supérieure dans R d'une partie A non vide de R.

On peut donner la définition de deux fagons :
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en francais

Laborne supérieure Sd un sous-ensemble non vide A de R e, Sil existe, le plus petit des mgjorants.
en langage quantifié

Leréd Sest laborne supérieure d’ un sous-ensemblenonvideA deR s

"xI AXES et "e>0%xl A S-e<x

Un théoreme du cours dit que 9 A est mgjoré, la borne supérieure de A existe. C'est une propriété de R. Par
exemple, I’ ensemble des rationnels Q ne satisfait pas cette propri&té.

Erreursfréguentes

» confondre mgjorant et borne supérieure,

» confondre borne supérieure et plus grand dément ou affirmer que la borne supérieure gppartient a A .
Sil y a un plus grand dément, cest la borne supérieure, S la borne supérieure gppartient a A cCest le
plus grand dément, mais (exemple dassique) soit A I’ensemble des rationnels positifs r tels que r’<2,
cet ensemble a (dans R) une borne supérieure : J2 e pas de plus grand éément («/5 es irrationnd

et n'appartient pasaA),
» desquantifications fantaigstes.

Références dans Université en Ligne (http:/Amww.ud.cicrp.jussieu.fr)

Lapartie «lesréds » du module « nombres réds, suites et fonctions », précisement
http://mwww.ud .cicrp.juss eu.fr/ud/mathemati ques/analysel/apprendre/lesred 52 3.htm.
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2) Donner ladéinition d une suiterédle (u,),; , Convergente.
Définition
Soit (un) unesuiteréelle; ondit que (un) est convergente (ou converge) Sil existeun réel L tel que (un)
converge versL.
Pour obtenir lanote maximdeil falait

» it donner la définition en langage quantifié

$LT R,"e>0$NT N,"nl N(n* NP |u,- L<e),

» soit expliciter la définition d’ une suite convergeant vers un rédl.
Définition.
Soit (un) une suite réelle et soit L unréel ; on dit que (un) convergeversL quand ntendvers+ ¥ s l'une
des propriétés (a) (b) (c) équivalentes suivantes est vérifiée.
(a) Pour tout voisinage V de |, il existe un rang N, tel que u, appartienne a V pour tout entier n supérieur ou

égal aN.

Universté Pierre et Marie Curie DEUG MIAS 1 Maths 1 Septembre 2002 3



(b) Tout intervalle ouvert contenant LI contient tous les termes de la suite sauf pour un nombre fini d'indices.
(©) Quel quesoite >0, il existe N dans N tel quen >N entraine |u, - L| <e.

Il est bien évident que I'entier N dépend de la suite (u,) etde e.

En langage formai<e
"e>0, SNTN,"nl N (n3 NP |u- L<e)

Références dans Université en Ligne (http:/Awww.ud.cicrp.jusseu.fr)

Le module «nombres réds, suites et fonctions » et plus spécidement la partie « apprendre, suites
NUMEriques »
http://Mmwww.ud .cicrp.j uss eu.fr/ug/mathemati ques/anad ysel/apprendre/l essuites/3.ntm

Quelques remarques
1. Sentenir alapremiére partie sans expliciter ce que veut dire converge versL (oua pour limite L) est
un peu court et ne judtifiait pas I’ intégrdité du baréme,
2. écrire «thermes » d' une suite est excusable alarentrée d' une cure mais est a éviter en suite.
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3) Montrer que toute suite croissante majorée est convergente

C'est un théoreme du cours
Théoreme.
Soit (un) une suite croissante derédls, 9 (un) et mgjorée, dle est convergente et
' 1 Hy = Sup {HH,HE N}

N—¢Tm

Remarques:
» unmgorant n'est pas forcément lalimite (d' alleursil y auneinfinité de mgorants et une seule
limite),
» direqueu.,,-u, >0pP u,, >u,estvra massansgrand intéré et ne doit pasfare croire quel’on
avance dans la démongtration.

Démonstration

Lasuite (un) éant mgorée, I'ensemble A:{un i N} et une partie non vide e mgjorée de R. A adonc
une borne supérieure .

Posons L =sup{u,,nT N}.
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Soit e >0, daprés ladéfinition de laborne supérieure il existe un entier N tel que
L-e<u EL
lasuite (un) étant croissante on aaors pour tout entier >N

u

,2uy P L-e<uyfEu,£L.
D'ou findement :

"e>0, SNTN,"nl N (n3 NP L-e<u,£L)

etdonc L =1lim, 4, U

h-*

Références dans Université en Ligne (http:/Awww.ud.cicrp.jusseu.fr)

Le module « nombres rédls, suites et fonctions » et plus spéciaement la partie « apprendre, suites
nuMeEriques »
http://Ammw.ud .cicrp.juss eu.fr/ug/mathemati gues/anal ysel/apprendre/l essuites’6 1.htm
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Exer cices

Exercicel
& 2 3 0
- R 1-X g
On peut par exemple travailler sur laforme de lafraction rationnelle (s le facteur x-1 ne se amplifie pas, |l
n'y aurapas de limite)

1. Cdculer Iim

L_ 3 _ 2 ) 3
1- ¥ 1- x° (1- X)(1+x) (1- X)(1+ x+x)
1 e 2 3 o]

@9 §ar0 @ xex) g
1 2+2x+2x*- 3- 3x
(1- X  @+X)A+x+x°)
1 . x-x-1
(1- X) @+ X)(1+Xx+x°)
_ 1 (2x+I)(x- 1)
1- X) 1+ X)(L+x+x°)
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2 3 2x+1

D'oupour x*1:——- = -
PO 1- X% 1-x° (1+X)(1+ x+ X°)
. P2 3 6_ 1
Mergi e 165 2

Remarques:
» Dire quel’on ades formes indéterminées ne fait pas de ma mais ne donne pas droit a des points:
C est le but de I’ exercice de lever I'indéermination
» On peut auss utiliser un développement limité des dénominateursen 1. A priori I’ordre 1 va suffire
puisgue laracine 1 est smple.
» Attention : il faut lefaire en 1 et non pas en 0 comme dans certaines copies.
» Ledgne— asouvent é&éomis.

Références dans Université en Ligne (http:/Aww.ud.cicrp.jusseu.fr)

http://Mmmww.ud .cicrp.juss eu.fr/ugd/mathemati ques/analysel/apprendre/lesfonctions etudeocae/2 1.htm
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sin(x) - sin(e)
In(x)- 1

2. Cdculer lim,g

Une démongtration rapide S obtient en écrivant (pour x1 €)
sin(x) - sin(e) :sin(x)- sne)  x-e

In(x)- 1 X- e In(x)- In(e)
et en remarquant (dérivées en e des fonctions sinus et logarithme) que
lim 3N~ SN _ ey et 1im M8 _ L 4 iy existence de lalimite et I égalité
x®e X- e x®e X- e e

. _sin(x)- sin(e) _
= In(x)- 1 ecos(e)
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Remarques
» On peut auss faire des développementslimitésal’ ordre 1 en e au numérateur et au dénominateur (S
on les obtient par laformule de Taylor, on constate que €' est le méme calcul qu’ avec les dérivées).

Références dans Université en Ligne (http://www.uel.cicrp.jussieu.fr)

Pour la notion de dérivée, le module « nombres réels, suites et fonctions », partie « &ude locae des fonctions
d une variable rédle, continuité, limite, dérivabilité en un point ».
http://Amww.uel .cicrp.juss eu.fr/ug/mathemati ques’anal ysel/apprendre/lesfonctions etuddocale/3 1.htm
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Exercice2

1. Former le développement limité al’ ordre 4 en O de lafonction
f R® R x> sin(x)cos(x)

Il Sagit d'un produit : on cacule les développements limités en 0 al’ ordre 4 de chacun des facteurs puis on
fait le produit des parties principales en ne conservant que les termes de degré au plus 4.

sin(x) = x- §+ xe(X)

x> xt
cos(x) =1- =— +—+x%(x
S(X) > o4 (x)

dou
sin(x)cos(x) =%- x +x4e(x)QaEi- X—2+X—4+x4e(x)t-j
6 s 2 24 B

X3 3

X 4
=X- —- —+x%(X
5 2 (x)

= X- 2—§+ x*e(X)
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2. Former le développement limité al’ordre4 en p /4 delafonction
fR® R x> exp(cos(x))

Il S agit d' une fonction composée : on cacule les développementslimitésal’ ordre 4 en p /4 du cosnus et
en cos(p /4) =1/-/2 de I’ exponentielle et on fait le produit de composition des parties principaes en ne
conservant que les termes de degré au plus 4 .

Dével oppement limité de lafonction cosnusal’ordre4en p /4 : onpose t = xX- p /4 pour Seramener aun
développement en 0.
Onaadors

cos(X) = cos(t +p /4) =cos(Ycos(p /4)- sin(hsin(p /4)

cos(t) - %si n(t)

S Sl Gl

t? t? t3
1- —+—- t+—+te(t
( 2 24 6 ©)

2 3 4
(1- -%+%+t—)+t e(t)

Déveoppement limité de I’ exponentiele en 1/~/2 :on poseu=y- 1L

N
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1. 1 1 U2 34
e =el? =el2e'=e2(1+u+—+— +—+u'e(u))
2 6 24

I reste & composer
1 t3 '[4
ews(x)=e73(1+\/_( t-5+€+—) t'e(t)
@l , ., .t t 8
Ct- Ll yipen)?
&2 2 6 24 o
2
@l .t £t o et ¢
——=(-t-+— +—)+t ‘e(t)= (-t L) +tle(t)s
&2 2 6 24 o SJ‘ 276 2 o
6 24

L BB e ek (- t-ﬁ+§+ﬁ)+te®))

J’ 2 6 24 g 2 2
On développe et ne conserve que les termes de degré au plus 4
= 1 2 £t
e =2 (1+—=(-t- —+—+—)
2 2 6 24
1 t* 2t4 3t
—(* -t o —) (-t° ) —
L2 2J' 27, 4 ey
2 6 24
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afindement

3

eCOS(x) _eT(l it ( 1 t2+

N
k& 2 B
12J_ )t +t'e(t))

et

p/4)+(-i+_)(x D 14)?

J’(X' 234
PR U TONE VP
12\/—+ D0x-p 14+ o +96)(x p /4)* + (x- p /4)'e(X))

1
e —gV2(1-

Pour les courageux (ou inconscients) qui ont voulu utiliser la formule de Taylor (ce qui &ait licite mas
difficile amener au bout) voici les dérivées delafonction g et leursvaeursen p /4.

Le cdcul et fat avec Maple. Pour plus de détals sur I'utilisation de Maple pour du cacul différentid et
pécidement les dével oppements limités, on peut consulter la feille Maple
http:/Aww.meath.juss eu.fr/~arraud/tdmaple/devlim.mws)

>(g: =x->exp(cos(x));
cos(x)

g=x® e
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>g4: =di ff (g3, x); s4: =subs( x=Pi/4,q94); eval (s4);

g4 := cos(x) ey sn(x)? 43 cos(x)? e g cos(x) sn(x)? e
gx)

cogx)

+dn(x)*e”

2 2
s = co pgecos(lmp) LA S —pg ecos(ﬂ4p)+3COS —pg ecos(]J4p)
(%] & &
2 4
O C04V4p) § cos1/4p)
- 6 cosfE pQanE p? e +dn Qe
4P3 g}lpe‘ 4P3

_ﬁewzﬁ)_ %e(llzﬁ)

Remar ques
» Dansles développements limités ne pas oublier d écrire les epsilons (ou les petit 0)

Références dans Université en Ligne (http:/Awww.ud.cicrp.jusseu.fr)

http://Amwvw.ud .cicrp.jussieu.fr/ud/mathematiques’dev limites/sexercer/chapitre3/exos framesex1-1.ntml
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Exercice 3
On considére la suite (u,,) ;  définie par récurrence al’ aide de lafonction
3

f:R,® R,, X f(x)=%

par
Uy
u,, =f(u) :?

et la donnée de up Strictement pogitif

1. Etudier lesvaridions et le Sgne de lafonction auxiliare g définie sur I'intervale [0, +¥[ par
g(x) = f(x)- x.
Lafonction polynomide g est dérivable, et g'(x) = x* - 1= (x- 1)(x+1) . On en déduit le tableau de variation

X 0 1 a +00
g (x) 0 - 0 +

0 > 400
2 \ /
-2/3
e «
0
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L’exisgence et I" unicité de a td que g(a)=0 sont impliquées par le théoréme des vaeurs intermédiaires (cf le
cours) e lamonotonie de g.
A cette question, ou ala suivante, on abesoin de déterminer a, il suffit de résoudre

ial .

—-a=0_. 1a’-3a=a(a-3)=0

K Ui @970 a=43

f a0 T a>0

On en déduit que b = f(«/§):«/§.

2. Pour qudlevaeur de up lasuite (u,),; , est-elle constante ?

Lasuite (u,); , €t condante s et seulement S
("ni NLup,=f()=4,)0 ("n N.g@,)=0)0 (" nl N,u,=+3).
S et seulement 9 U, :\/§.
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3. Discuter suivant lavaeur initide up de lasuite, la monotonie et la convergence de la suite (U,,) ;

Delaquestion 1 on déduit que
u, <3P g(u,)< 0P u,, <u
u,>~/3p g(u)>0pP u,, >
Onaauss (vérificaion immédiate) que
un < ‘\/§ D un+l < '\/5
un > \/5 D un+1 > ‘\/5
On montre par récurrence (faites-1€) que
u, <</3p ( ni N u,<u etO<u,, <\/§)

& 3 au, 0 =0

U, >+/3P ¢" ni Nu,,>u, eu,,,3 o2z 3+

>3 g nT N, et g o
On en déduit

> 99U, <J§, la suite est décroissante, minorée (par 0) donc convergente. Lalimite L véifie

[
i —=L 0 L(L*- 3)=0 ..
[ 3 HE-39=04 g

|
i 0£L<

LogL<3 T V3

donc la suite converge vers 0 .
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Remarque : comme lasuite est décroissante, ona L £ U, < NED
> 9 U, =/3 lastite est constante.

> du,> J§ lasuite , minorée par une suite géométrique de raison >1 tend vers +¥ (en croissant).

254
204
15

10
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Remar ques

Ne pas dire que la suite est constante pour up=0 (dans I’ énonce, il est Supposé up>0)

discusson de lamonotonie : ele se déduit du signedeg. Une récurrence (ou du moins dire que cela
se montre par récurrence) est indispensable.

La variaion def n'est pas demandée mais elle ext utile pour le 3) (et démentaire).

On peut auss dire quand u, >J§ que la suite est croissante et que s elle est mgorée, dle est
convergente vers une limite L telle que

YV V VY

Mo

==L jL(I2-3=0
I 3 Ui B

{L>\/§ 1 L>4/3

or ce systéme n'a pas de solution.

L’inégdlité stricte vient de ce que comme lasuite est croissante, ona L 3 u, >J§.

Références dans Université en Ligne (http:/Awww.ud.cicrp.jusseu.fr)

Le module «nombres réds, suites et fonctions » et plus spéciaement la partie « apprendre, suites numeériques,

auites récurrentes ».
http://mww.ud .cicrp.juss eu.fr/ug/mathemati ques/ana ysel/apprendre/l essuites/ 7.htm
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Exercice4
1. Chercher le PGCD (noté D) des polynbmes suivants
A = X*-3X3+3X%-3X+2
B = X*-3X®+4X%-6X+4

Onfatladivison euclidienne de A par B
X4-3X3+3X%-3X +2 X*-3X3+4X*- 6X +4
- X*+3X%- 4X*+6X- 4 1
- X% 43X -2

puis
X*-3X3+4X?- 6X +4 - X2 43X -2

- X*+3X3- 2X?2 - X2-2
2X?2-B6X +2
-2X2+6X -2
0
Le dernier reste non nul est donc - X? +3X - 2 e, commele PGCD et unitaire, D = X?- 3X +2.

2. Ecrire une relaion de Bézout entre A, B et D.

De la premiere divison de la question précédente on déduit que A=B- D.
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3. Donner une factorisation de A et B en facteurs irréductibles dans R[X] puis dans C[X].

Ladeuxiéme divison de la premiére question montre que
B=(X?-3X+2)(X*+2).
Une autre divison donne
A=(X?-3X+2)(X?*+))
On remarque que
D=(X-2)(X-1J
et comme X2 +1 et X?+2 sont des polyndmes irréductibles de R[X] (de degré é a discriminant strictement
négetif) on en déduit les factorisations en facteursirréductibles dans R[X] :
A = (XP+D)(X-1(X- 2
B = (X?+2)(X- 1)(X- 2

puis dans C[X]

A = (X+D)(X-1)(X-D(X-2

B = (X+iV2)(X-iv2)(X-1(X-2)
Remar ques

» On attendait un dgorithme d’ Euclide en 1) puis en 3) une factorisation du PGCD (de degré 2 donc on
st en caculer lesracines) puis de A et B en factorisant les quotients de degré 2 auss par D.

» On pouvait auss repérer des racines évidentes, factoriser - résoudre laquestion 3) - et en déduirele
PGCD — quegtion 1) - .

» Deméme on pouvait remarquer sans autre formdité que B= A - D.
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Références dans Université en Ligne (http://mwww.ud .cicrp.jussieu.fr)

Module sur les polynémes et spéciaement le chapitre « apprendre, arithmétique dans K[X]»
http://Mmmw.ud .cicrp.j uss eu.fr/ug/mathemati gues/pol ynomesl/apprendreftitrel.htm
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Exercice5
Trouver tous les polyndmes P a coefficients rédls, de degré inférieur ou égd a4, tels que
PQ)=PQ =P'Q) =P"()) =6et P(0)=1

Lefait de connditre lavaeur de dérivées successives en 1 incite a utiliser laformule de Taylor en 1.
Puisque P est de degré au plus 4 on al’ égdlité

P"(@)

(X-D° Guy L (X-D° Ly, (XD
P =P()+(X - PP+ PO+ = P+ =

Posant P™(1) =a et tenant compte des vaeurs indiquées dans |’ énonce :

_ 2 _ 3 _ 4
P=6+(X- 1)6+(X D 6+(x D 6+(X L) a
2 6 24

it
_ 4
(X-D*

P=6+6(X-1)+3(X-D"+(X- 1)+ 7

Prenant lavaeur en0;
1= P(0) =6- 6+3- 1+ 2
24

qui donnea =-24
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On en déduit que
P=6+6(X-1D+3(X-17°+(X-1°-(X-1*

(réponse acceptée) ou en dével oppant
P=1+7X-6X*+5X°- X*

II'y adonc une solution unique.

Remar ques

» Larecherche des coefficientsde P en résolvant un systeme de 5 équations a 5 inconnues, un peu
fadtidieuse et longue, permettait d’ obtenir tous les points de la question (la perte de temps péndlisait
dga suffisamment).

» Unereur delogique a éviter : traiter a part |e cas des polyndmes strictement inférieur a4 (de degré 3,
2,..) .Ce sont des polyndmes de degré au plus 4 avec le coefficient du terme X* nul, donc Sil y enaon
les trouve en résolvant |e systéme ou en gppliquant laformule de Taylor et S certains en trouvent
C' est parce qu'ils oublient des conditions..

Références dans Université en Ligne (http:/Amww.ud.cicrp.jussieu.fr)

» Module sur les polyndmes et spécialement |a rubrique « apprendre, fonctions polyndmes, formule de
Taylor, éude des polyndmes a coefficients rédls ou comlexes»
http://mwww.udl.cicrp.juss eu.fr/uel/mathemati ques/polynomesl/apprendre/fa2.32/courdd3.htm.

> A larubrique « S exercer, fonctions polynémes », un exercice voisin est détaillé avec indications de
méthode
http:/Amww.ud .cicrp.juss eu.fr/uel/mathemati ques/pol ynomesl/sexercer/fe2.321/index.htm
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