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1. Soient fune application d'un ensemble £ dans un ensemble F et A une partie de £. Cochez les
bonnes réponses (on ne justifiera pas les réponses) :

On a toujours A< f'(f(A4)) Vrai Faux O

On a toujours Vrai O Faux

Démonstration (elle n’était pas demandée)
La premiére inclusion est vraie, en effet

ff(A)={xeE,Iye f(4).f(x)=y}={xeE, f(x)e f(4) }, condition vérifiée pour x
appartenant a A4.

La seconde est fausse : prenons par exemple £=F =R, 4=[0, 1] et pour application fla fonction
valeur absolue, on a alors f~'(£([0,1])) =[-1,1] < [0,1].

fune application / — J . Traduisez en langage symbolique
(avec des quantificateurs) les phrases suivantes et donnez (par son graphe) un exemple
illustrant chacune.

fest injective A
V(x,xYelxI,x#x'= f(x)# f(x")
Vi, xelxI, f(x)=f(x)=>x=x" 5 | >
2
fn'est pas injective A
A, x)elxI,x#x"etf(x)=f(x") 1 /\:
0 2
fn'est pas surjective A
1 |
dyed,Vxel, f(x)#y |
0 2




fest bijective

A
Vix,xYelIxI, f(x)=f(x)=>x=x" [
VyelJ,Ixel, f(x)=y 1
Remarque : ce x est unique mais le symbole 3!n’est pas un ’ >
quantificateur. 0 2

3. Une suite (u,) _, vérifie la condition

5

Ve>0,n2==lu,-3|<e
£

La suite converge FAUX O Vrai

Ona u, <1 pour n assez grand Faux VRAI O (précisez : pour n > )

Ona u, <4 pour nassez grand FAUX [] Vrai (précisez : pourn> 5 )

Justification :

2

5 . . .\
Prenant N =F (—J +1, ou £ note la fonction partie entiere, on a
&

Ve>0,IN,Vn>2 N= |un —3| < & ce qui montre que la suite converge (et vers 3).

Pour £ =1, on obtient n>5= |un - 3| <lou n2>5=2<u, <4 ce quijustifie les deux dernieres

réponses.

s . . . - . 3nrx
4. On considére une suite convergente (v,) extraite de la suite de terme général u, = sm(T) et on

note L la limite de la suite (v,). Donnez les valeurs possibles de L :

Il y a exactement 5 valeurs de L possibles, qui sont

R
2 2

2

Justification : La suite ne prend que 5 valeurs : —1, 5 0,7, 1 suivant le reste de la division de

I’entier n par 8 (la fonction sinus est périodique de période 2 7 . Plus précisément, on a

V2 V2 V2

U, =0, ug,,, = S Uy =15 Uy, 5 = B Ug,oq = 0,1y, .5 = T Ugyg = 1o Uy, 7 = Ty Ainsi il

n’y a que cinq valeurs possibles pour L. Ces valeurs sont effectivement atteintes par les suites
extraites (ug, ), (tg,,1)s (Us,in), (tg,y,5)5 (g -



5. Soient 4 et B deux parties bornées de R d'intersection non vide. Complétez les blancs par 1'un

des signes = ,<,>, < ou > de telle sorte que les formules ci-dessous soient vraies.
sup(AUB) = max (sup 4 ,sup B)
sup (ANB) < min (sup 4, sup B)

L’inégalité peut étre stricte comme le montre 1’exemple suivant.

Illustrez votre réponse en représentant les ensembles 4 et B grace a un exemple qui vous semble
significatif.

ATH foH H +oo>

B #‘ >
0 +o0

-00

6. E désignant la fonction partie entiére d'un réel, on considere les trois ensembles

A:{n+E(n),neN} B:{n—E(n),neZ} C:{r—E(r),reQ}

L'ensemble A admet dans R une borne inférieure NON O OUI et c'est 0

Argument rapide :

Ona 4= {2n ,NE N} donc 0 est ¢lément minimal de 4 (et donc borne inférieure).

L'ensemble 4 admet dans R une borne supérieure  NON oul [ et clest

Argument rapide : quand #n tend vers +oo, 2n aussi donc 4 n’est pas borné.

L'ensemble B admet dans R une borne inférieure NoN O our et c'est 0

Argument rapide : ne Z=>n—E(n)=0etB=1{0}.

L'ensemble B admet dans R une borne supérieure  NON O our etcest |0

Argument rapide : B = {0 }.

L'ensemble C admet dans R une borne inférieure NoN O OUI et c'est 0

Argument rapide : par définition de la partie entiere £ Vr € R,0<r— E(r) <1et 0 est atteint (pour
tous les entiers).



L'ensemble C admet dans R une borne supérieure ~ NON O oul etcest |1

Démonstration :

D’apres la question précédente 1 est un majorant.

. . o 1 1
Pour n entier strictement positif posons 7, =1-—,ona r, - E(r,) =1-—————>1donc 1 est le
n n

n—>+0

plus petit majorant.

7. Complétez

a. {xeR|Ve>0,|x+1|<3¢} = {-1}
b. {xeR|Ve>0,|x|>e}= )
c. {xeR|Je>0,x<¢e}= R

Remarque : dans les questions b. et c, € n’est pas forcément « petit »

Si B={xeR|Ve>0,x[>¢e}#, B contient au moins un ¢élément b et pour ¢ = |b|+1 on a
une contradiction.

De méme si b est un élément de R, on prend ¢ = |b|+1 pour montrer que
beC={xeR|Je>0,x<¢g}etquedonc C=R.

8. Soient 7 un entier strictement positif et x, x, ..., x, 7 nombres réels. Montrez par récurrence
b b b
que l'on a I'inégalité

X+ et x| < [+ x| ().
Montrez 1'on a égalité si et seulement si les x; sont tous négatifs ou nuls, ou tous positifs ou nuls.
Démonstration de ’inégalité :
» Lecasn=1 esttrivial.
» Le cas n =2 est du cours (inégalité triangulaire).
» Procédons par récurrence, admettons 1’inégalité (*) pour I’ordre » et montrons-la pour n+1.

n+l
V(x,%y,....,x,,,)€R",

S|x1 +x,+..+x,

+|xn+1 |

X+ X+t X, X,

<lx [+ x| 4] x, |+ x

n+l |

la premicre inégalité est I’inégalité triangulaire et la seconde 1’hypothese de récurrence. Cela
démontre 1’inégalité (*) pour I’ordre n+1 et donc pour tout 7.

Démonstration du cas d’égalité

A-4



On dit que des nombres réels ont (ou ‘sont de’ ) méme signe s’ils sont tous positifs ou nuls
ou tous négatifs ou nuls (0 a donc a la fois le signe + et le signe -).

Si tous les x; positifs ou nuls 1’égalité est claire, s’ils sont tous négatifs ou nuls on se raméne au cas
précédent en remarquant que si x<0, x'=—x>0 et |X| =x".

La démonstration de la réciproque se fait par récurrence.
» Lecasn=1estclair (iln’y a qu’un x qui a forcément un seul signe).
» Lecasn=2aété vuen cours.

» Admettons la propriété pour I’ordre n

V(x,Xy,...,x,) €R",

X, X, ot x,

=|x |+]x,|+.+]x,| = tous lesx; sont de méme signe

et montrons-la pour I’ordre n+1, supposons que pour (X,,X,,...,x,,;) € R"", on ait I’égalité

A=|x1+x2+...-|-xn—i-)cn+1|:C=|x1 |+]x, [+.+]x, [+]x

n+1|'

Or (inégalité triangulaire) 4 = |x1 +X, +. X, +xn+1| <B= |x1 + X, +...+xn|+ | x

n+l

| et (inégalité pour
(x;,%5,...,x,) €R") B:|x1+x2+...+xn On a donc

A<B<CetcommeA=Conad= B=C.

+Hx,  SCHx |+ x, [+ x, |+ x

n+l |

On peut alors conclure : d’apres ’hypothese de récurrence a 1’ordre n, xy, x2, ..., x, ont méme
signe, celui de x, +x, +...+x, et d’apres le cas d’ordre 2, x,+; a le signe de x, +x, +...+x,, donc de

X1, X2, ..., X, et tous les x; ont le méme signe.

La propriété est donc vraie pour tout ordre n.
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