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Examen du module LM120, Calcul matriciel
25 janvier 2005
La durée de I’examen est de deux heures. Les exercices sont indépendants les uns

des autres. Les notes de cours et de TD sont interdites. Les calculettes, téléphones
portables et tous autres gadgets électroniques susceptibles de stocker ou transmettre

des informations doivent &tre ¢teints et rangés hors d’atteinte.
Question de cours

Enoncer le théoréme du rang et expliquer pourquoi un endomorphisme de R” est
surjectif si et seulement si il est injectif.

Exercices
Exercice 1. On considére la matrice 4 dépendant du paramétre a € R
10
A=1]11
0.

L= R

-1
et le systeme linéaire dépeﬁdant des deux paramsetres a,b € R

x+ +az =1
x+ y +z =0
=y =b.

1. Montrer que A est inversible si et seulement si a # 1.
2. Exprimer la solution du systéme en fonction de a et b dans le cas a # 1.
3. Indiquez le rang de A dans lecas a = 1. ‘
4. Dans le cas g == 1, montrer que le systéme est incompatible si b # 1.
- 8, Décrire ’ensemble des solutions du systéme dans lecasa=5b = 1.

Exercice 2. Soit F = {v1,v2,v2,v4} la famille de vecteurs de R? définie par

0 2
Vi = 2 , V2= —6 , V3 = 2 , V4 = 2
-1 3 1 -1

1. Cette famille est-elle libre ? Est-elle génératrice ? On ne se contentera pas de
répondre par oui ou par non (ce qui ne vaudra rien), mais on justifiera soigneuse-
ment chaque réponse.

2. Extraire de la famille ¥ une base du sous-espace vectoriel de R* qu’clle engen-
dre.
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Exercice 3. Soit {ey,e3,e3} la base canonique de R>. On se donne une application
linéaire £ de R* dans R3 telle que

fle1) =2e1 ~3es+3e3, f(e2) = —ey +3e3, fe3) = 3er —es.

1. Bcrire la matrice de # dans la base canonique.
2. Montrer que la famille

1\ /o 0
B={1{o],{1],[-1
1/ \i 1

est une base de R3,
3. Calculer les images de vecteurs de B par f.
4. Calculer 1a matrice de f dans la base B. Que remarque-t-on ?

Exercice 4. On considére les matrices dépendant des parameétres a,b € R,

al 056y ab
4=(5): 2= (00)- <= (2.
1. Pour tout # > 0 entier, exprimer la matrice 4” en fonctionde a.
2. Montrer que B” = 0 pour tout » > 1 entier.
3. Montrer que AB = BA.
4, Montrer que pour tout entier # > 0, on a C" = 4% + nd" 1B,

5. En déduire I'expression de C” en fonction des paramétres a et & pout tout #
entier. -
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