Universié Pierre et Marie Curie

Corrigé succinct de I'examen du module LM120
Calcul matriciel

Ces indications de corrections ne donnent qu’une piste possible. On pouvait traiter
de nombreuses questions de plusieurs faconsrdiftesggalement valables.

Question de coursDevant soit I'absence déaction facex la question de cours,
soit la floraison de @&ativite et de fantaisie qu’elle a caaes on doit rappeler
gu’il est impossible deGussir en ma#matiques sans apprendre le cours, savoir
précigment ce que les mots que I'on emploie veulent dire et kiiea’sn rappeler

au deh de I'examen...

Exercice 1. 1.Calculons le dterminant dé\. Il vient, en developpant par rapport
a la premere ligne

11
-10

11

detA=1x 0_1

‘ + a’ ‘ =1-a

Ce ceterminant s’annule si et seulemenast 1, I'annulation du éterminanétant
un critere de non inversibil d’'une matrice.

2.Sia# 1, on voit donc que la matrice est inversible, et le 8yst lireaire pro-
pos a une solution et une seule. Il s’agit en fait d’'un eys¢ 2x 2, puisque la
dernire équation fcrity = —b, et en remplacant dans les deux preres, on
obtient

X+ az=1
X+ z=0D

Résolvons ce systne par la rathode de Gauss @me si on peut faire plus simple
ici). Pour cela on&duit la matrice augme@¢ de ce sysmea la formeéchelonie
reduite. Il vient

lal 1 a 1 la 1 10%2
11b) “\01-ab-1)"\0181)/ " \o1 Bd )

d’o Punique solution(x,y,z) = (322, —b, 2=1).

3. 0On appligue la rathode de Gaussla matriceA dans le caswa = 1.

101 101 101
A=(111]~1010|~1(010
0-10 0-1 000

La matrice de droite est la formézhelonge eduite deA. On voit gu’il y a deux
colonnes de pivot, le rang deest doncgala 2.
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4. Reprenons la @thode de Gauss dans le @s- 1, mais sur la matrice aug-
menee du systme 2x 2 en(x,z) (car il est inutile de faire interveniy dans la

résolution). Il vient
111 11 1
11b 00b-1/"

D’apres le cours, ce sy&me est incompatible si et seulemernh sil £ 0.
5. Reprenons la gthode de Gauss dans le @as b = 1. Il vient

111 111

111 000/
Il y a une position de pivot, une variable essentigll@ine variable librez qui
joue le Ble d'un pararmetre, une fois qu'on I'a page au second membre. On

obtient donc la re@sentation paragétrique suivante de I'ensemble des solutions
(en n'oubliant pas la variable= —1)

S={(1-z-1,2;ze R} ={(1,-1,0)+2z(—1,0,1);zc R}.

Exercice 2. 1.C’est une famille de quatre vecteurs BE. Comme 4> 3 =
dimR3, elle est @cessairementde. Par ailleurs, visiblement; = —3v; doncvs

ne joue aucunale dans I'espace engetdil suffit donc de consiter la famille
{v1,v3,v4}. On forme la matrice de leurs composantes et I'on effectue encore une
réeduction de Gauss

102 10 2 10 2
22 2| ~102-2|~|02-2
-11-1 011 00 2

qui est une formé&chelonge. On voit qu'il y a un pivot par ligne, donc la famille
est gerératrice.

2.0n vient de voir que le sous-espace vectoriel engeadiR? et que{vy, Vs, v4}

en forme une famille grératrice. Commé&?2 est de dimension 3 et que I'on a 3
vecteurs dans cette famille, c’est une base extraite.

Exercice 3. 1.C’est la matrice forree des composantes des images des vecteurs
de la base canonique dans ceti&mne base canonique. Donc

2 0 O
A=|-3-1 3
3 3 -1

(et non pas sa transpges ou autre @lange artistique des composantes).
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2. Onécrit la matrice fornrde des composantes des vecteurgde

10 0
B=(01-1],
11 1

(Attention B # B, une matrice et une base sont deux objets de natuéetiffes.
lls ne peuvent pastre égaux). En éveloppant son@&erminant par rappot la
premere ligne, il vient

1-1

detB=1x 1 1‘:2#0.

Les vecteurs colonne de la matriBéorment donc une famille libre eégeératrice
deR3, c’esta-dire queB est bien une base @&.

3. Notonsuj, up et uz les vecteurs deB. On calcule facilemenf (u;) en com-
posantes dans la base canoniguikaide du produit matrice-vecteur. Ainsi, les
composantes dé(u;) dans la base canonique sont dees par

1 2 1
Alol=[o]=2[0],
1 2 1

c’esta-dire quef(u;) = 2u;. On établit de néme quef (up) = 2u et f(uz) =
—4us.
4.0n s’apercoit donc que les vecteurs&leont des vecteurs propres de la matrice
A. Celle-ci est par comgjuent diagonalisable et dans la b@&séa matrice def est
égalea

20 0

A=[(020
00-4

On pouvait aussi calculer les matrices de passage, n&atglus long.

Exercice 4. 1.0n note quéA = al, ou |, désigne la matrice idenét2x 2. Comme
A" est le produit de\ avec elle-némen fois, on voit queA” = a"l;. Commel, est
I elément neutre de la multiplication des matrices, on obtient finaleAfea@"l,.
2.Remarquons d’abord que

(8989 (9

Ensuite, pour touh > 2, nous pouvongécrire

B"=B%B"2=0xB"2=0.
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3. C’est un simple calcul.

- (()-(3)
o (G369 (43)

et commeab = badansR...
4.0n aC = A+ B. Comme les matrice8 et B commutent paB, la formule du
bindbme s’applique et I'on a

C"=(A+B)" EOC' AR
D’apres2, seuls les deux premiers termes de cette somme sont nonirtl8 et
i = 1. On voit donc que
C"=CpA"B? + CIA™ 1B,
OrBY=1,,B'=B,C) = 5ty = L etCl = - 2y =n.

0l(n—0)! T(n—1)!
5.D’apresl et4, il vient

n n—1
C" = a"l, + na" 1,B = al, + na 1B = <a na b>

0O a

pour toutn > 0 entier.
Tout cet exercice pouvaigalemenétre traié par des raisonnements pacurrence.



