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Corrigé succinct de l’examen du module LM120
Calcul matriciel

Ces indications de corrections ne donnent qu’une piste possible. On pouvait traiter
de nombreuses questions de plusieurs façons différentes,́egalement valables.

Question de cours.Devant soit l’absence de réaction facèa la question de cours,
soit la floraison de cŕeativit́e et de fantaisie qu’elle a causée, on doit rappeler
qu’il est impossible de ŕeussir en math́ematiques sans apprendre le cours, savoir
préciśement ce que les mots que l’on emploie veulent dire et bien sûr s’en rappeler
au del̀a de l’examen...

Exercice 1. 1.Calculons le d́eterminant deA. Il vient, en d́eveloppant par rapport
à la premìere ligne

detA = 1×
∣∣∣∣ 1 1
−1 0

∣∣∣∣+a

∣∣∣∣1 1
0 −1

∣∣∣∣ = 1−a.

Ce d́eterminant s’annule si et seulement sia= 1, l’annulation du d́eterminant́etant
un crit̀ere de non inversibilit́e d’une matrice.
2. Si a 6= 1, on voit donc que la matrice est inversible, et le système lińeaire pro-
pośe a une solution et une seule. Il s’agit en fait d’un système 2×2, puisque la
dernìere équation s’́ecrit y = −b, et en remplaçant dans les deux premières, on
obtient {

x+ az = 1
x+ z = b

Résolvons ce système par la ḿethode de Gauss (m̂eme si on peut faire plus simple
ici). Pour cela on ŕeduit la matrice augmentée de ce systèmeà la formeéchelonńee
réduite. Il vient(

1 a 1
1 1 b

)
∼

(
1 a 1
0 1−a b−1

)
∼

(
1 a 1
0 1 b−1

1−a

)
∼

(
1 0 1−ab

1−a
0 1 b−1

1−a

)
,

d’où l’unique solution(x,y,z) =
(1−ab

1−a ,−b, b−1
1−a

)
.

3. On applique la ḿethode de Gauss̀a la matriceA dans le cas òu a = 1.

A =

1 0 1
1 1 1
0 −1 0

∼

1 0 1
0 1 0
0 −1 0

∼

1 0 1
0 1 0
0 0 0

 .

La matrice de droite est la forméechelonńee ŕeduite deA. On voit qu’il y a deux
colonnes de pivot, le rang deA est donćegalà 2.
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4. Reprenons la ḿethode de Gauss dans le casa = 1, mais sur la matrice aug-
ment́ee du syst̀eme 2×2 en(x,z) (car il est inutile de faire interveniry dans la
résolution). Il vient (

1 1 1
1 1 b

)
∼

(
1 1 1
0 0 b−1

)
.

D’après le cours, ce système est incompatible si et seulement sib−1 6= 0.
5. Reprenons la ḿethode de Gauss dans le casa = b = 1. Il vient(

1 1 1
1 1 1

)
∼

(
1 1 1
0 0 0

)
.

Il y a une position de pivot, une variable essentiellex, une variable librez qui
joue le r̂ole d’un param̀etre, une fois qu’on l’a passée au second membre. On
obtient donc la représentation paraḿetrique suivante de l’ensemble des solutions
(en n’oubliant pas la variabley =−1)

S= {(1−z,−1,z);z∈ R}= {(1,−1,0)+z(−1,0,1);z∈ R}.

Exercice 2. 1.C’est une famille de quatre vecteurs deR3. Comme 4> 3 =
dimR3, elle est ńecessairement liée. Par ailleurs, visiblement,v2 =−3v1 doncv2

ne joue aucun r̂ole dans l’espace engendré. Il suffit donc de consid́erer la famille
{v1,v3,v4}. On forme la matrice de leurs composantes et l’on effectue encore une
réduction de Gauss 1 0 2

2 2 2
−1 1−1

∼

1 0 2
0 2−2
0 1 1

∼

1 0 2
0 2−2
0 0 2


qui est une forméechelonńee. On voit qu’il y a un pivot par ligne, donc la famille
est ǵeńeratrice.
2. On vient de voir que le sous-espace vectoriel engendré estR3 et que{v1,v3,v4}
en forme une famille ǵeńeratrice. CommeR3 est de dimension 3 et que l’on a 3
vecteurs dans cette famille, c’est une base extraite.

Exercice 3. 1.C’est la matrice forḿee des composantes des images des vecteurs
de la base canonique dans cette même base canonique. Donc

A =

 2 0 0
−3 −1 3
3 3 −1


(et non pas sa transposée, ou autre ḿelange artistique des composantes).
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2. Onécrit la matrice forḿee des composantes des vecteurs deB.

B =

1 0 0
0 1−1
1 1 1

 ,

(AttentionB 6= B, une matrice et une base sont deux objets de nature différentes.
Ils ne peuvent paŝetreégaux). En d́eveloppant son d́eterminant par rapport̀a la
premìere ligne, il vient

detB = 1×
∣∣∣∣1 −1
1 1

∣∣∣∣ = 2 6= 0.

Les vecteurs colonne de la matriceB forment donc une famille libre et géńeratrice
deR3, c’est-̀a-dire queB est bien une base deR3.
3. Notonsu1, u2 et u3 les vecteurs deB. On calcule facilementf (ui) en com-
posantes dans la base canoniqueà l’aide du produit matrice-vecteur. Ainsi, les
composantes def (u1) dans la base canonique sont données par

A

1
0
1

 =

2
0
2

 = 2

1
0
1

 ,

c’est-̀a-dire quef (u1) = 2u1. On établit de m̂eme quef (u2) = 2u2 et f (u3) =
−4u3.
4.On s’aperçoit donc que les vecteurs deB sont des vecteurs propres de la matrice
A. Celle-ci est par conséquent diagonalisable et dans la baseB, la matrice def est
égaleà

A′ =

2 0 0
0 2 0
0 0−4

 .

On pouvait aussi calculer les matrices de passage, mais c’était plus long.

Exercice 4. 1.On note queA= aI2 où I2 désigne la matrice identité 2×2. Comme
An est le produit deA avec elle-m̂emen fois, on voit queAn = anIn

2. CommeI2 est
l’ élément neutre de la multiplication des matrices, on obtient finalementAn = anI2.
2. Remarquons d’abord que

B2 =
(

0 b
0 0

)(
0 b
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
= 0.

Ensuite, pour toutn≥ 2, nous pouvonśecrire

Bn = B2Bn−2 = 0×Bn−2 = 0.
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3. C’est un simple calcul.

AB=
(

a 0
0 a

)(
0 b
0 0

)
=

(
0 ab
0 0

)
,

et

BA=
(

0 b
0 0

)(
a 0
0 a

)
=

(
0 ba
0 0

)
,

et commeab= badansR. . .
4. On aC = A+ B. Comme les matricesA et B commutent par3, la formule du
binôme s’applique et l’on a

Cn = (A+B)n =
n

∑
i=0

Ci
nAn−iBi .

D’après2, seuls les deux premiers termes de cette somme sont non nuls :i = 0 et
i = 1. On voit donc que

Cn = C0
nAnB0 +C1

nAn−1B1.

Or B0 = I2, B1 = B, C0
n = n!

0!(n−0)! = 1 etC1
n = n!

1!(n−1)! = n.
5. D’après1 et4, il vient

Cn = anI2 +nan−1I2B = anI2 +nan−1B =
(

an nan−1b
0 an

)
pour toutn≥ 0 entier.

Tout cet exercice pouvaitégalement̂etre trait́e par des raisonnements par récurrence.
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