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Exercice 1

On considere les intégrales :
/4
neN, I,= / (tgt)*" dt.
0
1. Vérifier Végalité : I, + In41 = 1/(2n + 1).

2. Montrer que : I, —— 0.

n—-+00o

3. Déduire de ces résultats la somme de la série 3 7°0(—1)7/(2p + 1).

p=0

Exercice 2
1. On considere 1’équation différentielle :
(1) 2 f'(x) + f(2) = =.

Soit f(z) = 3.1 a,z™ une solution de (1), développable en série entitre

n=0

au voisinage de 0.

Déterminer la série entiere 3720 a,z™. (On doit trouver une seule solu-
tion.) Est-elle convergente ?

2. Pour tout n € N, étudier la convergence de I'intégrale suivante et la
calculer :
+oo
Jp = / et " dt.
0

3. On considére 'intégrale généralisée avec parametre :
+oo
(2) z € RY, 9(x) = / et (1 +tzx) 1 dt.
0 -
a) Calculer par récurrence les dérivées partielles 8*u/8z" de la fonction
u:RY x Rt — R définie par u(z,t) = et (1 + tz) 1.

b) Enoncer soigneusement un théoréme de dérivation sous le signe somme
pour les intégrales généralisées avec parameétre.

c) Montrer que (2) définit une fonction g € C*°([0,+oo[) dont on peut
calculer les dérivées g™ (x) par dérivations sous le signe somme.

d) En déduire que g™(0) = (—1)*(n!)? pour tout n € N.
4. Vérifier 'égalité :

+o0
zeRY,  zd(x)+g(z)= / et (1+tx) 2 dt.
0



A Paide d’une intégration par parties, qu’on justifiera soigneusement,
montrer qu’on a :

+co
z € RT, a:/o et (1+tx)2dt =1 — g(x).

5. Déduire des résultats précédents que la fonction z +— zg(x) est solu-
tion de ’équation (1) sur R*. Quelle est sa série de Taylor & l'origine ?

Exercice 3
1. Montrer que sin € N, 2 € R et sin(z/2) # 0, on a la formule :

sin (2Hlz . LI
(3) ( 2;,; ) — ezn:t:/2 Ze——zkz'
Sin 3 =0
2. A tout n € N, on associe la fonction ¢, : R — R* définie par
2
1 sin (2flz)
4 EN, g.(z)= —2
(4) n 4 (@) n+1 ( sin §

si ¢ ¢ 2nZ et prolongée par continuité aux points z € 2nZ.

a) Calculer gp(x) si x € 27Z.

b) Ecrire gn sous la forme d’un polynome trigonométrique de degré n,
c’est-a-dire sous la forme g,(z) = Y r_,. Cn k€*".

c) En déduire que, pour tout n € N, on a :

1 [t

5 | tm(t)dt=1.

-

3. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite
¢n sur [0, ] puis sur [4, ], si § €]0, [ est un nombre réel donné.
4. On se donne de plus une fonction f : R — €, continue, périodique
de période 27. On lui associe la suite des fonctions f,, définies par :
1 [t
z €R, folz) = oy f(t) gn(x — t) dt.

a) Montrer que f, est un polynéme trigonométrique de degré 7.
b) Montrer qu’on a aussi :

-
TE€R, fulz)= % /_ F(@+ 1) gu(t) dt.

5. On note M =sup_cg | f(x)|. Soit é €]0, w[. Démontrer I'inégalité

1 /¢ 2M
|fa(z) — f(2)] < g/_6|f(w+t)—f(x)|qn(t)dt+ (7 D(En(0/2)

En déduire que la suite f, converge simplement vers f sur R.




