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Exercice 1. — Pour n € N, on pose I, := fg’“ tg? "t dt.

1) Ona

- /4 _
L+ Iy = / tg® ttg’ tdt = [tg® 1 t/(2n + V]I = 1/(2n + 1).
0

2)Ona0< I, <In+ Iny1 €£1/(2n 4 1) donc I, o 0.
3) On a Iy = 7 /4. On peut écrire :

Y0P+ 1) =Y (1P + Ipt1) = Lo + (=1)"Inta.
p=0

=0
Quand n tend vers +00, on obtient 3.1%0(—1)?/(2p+ 1) = x/4.

p=0
Exercice 2. — On considére l’équa,tidn différentielle :
0] 2*f'(z) + f(z) = =.
1) Soit f(z) = ¥} anz™ la somme d’une série entiére convergente solution de (1).

Sur l'intervalle ouvert de convergence, on peut dériver terme & terme . On obtient :

+o0
ao+ a1z + Z((n —Dan—-1 +an)z” =z.
n=2
On en déduit (unicité du développement en série entitre) ao = 0, @1 =l etsin > 2:
an = —(n— 1)an—1. On obtient f(z) = 1 S (-1)" (n - 1)!z™
Comme |an+1/an| = n, le critére de d’Alembert montre que le rayon de convergence de cette

série entiére est nul. Donc, la série diverge et f n’existe pas.
2) Sin €N, on pose Ju(z) := fy e 't dt et Jn := lims—s 100 Ju(z) € [0, +00].
On a Jo(z) =1 — e donc Jo = 1. Si n > 1, une intégration par parties donne :
I
Jn(z) = / e 't dt = [-e HMi=E + ndn—1(z).
0

Quand z — 400, on obtient J, = nJ,—1, puis, par récurrence, J, = n! pour tout n.
3) On considére l'intégrale généralisée avec paramétre :
+o0
2) z € RY, g(z) = / et (1+tx) ' dt.
0
a) 1l est clair que pour tout ¢ > 0 fixé, la fonction z — u(z,t) == e~ * (1 +tz) ! est de classe
C™ sur R*. On calcule :
(z,t) e R* xRT, g;-g?(z,t) =(-1)"ntt"e (1 +tz)"" 1.

Les fonctions (z,t) — (—1)"n!t"e™" et (z, t) - (1+4tzx)™! sont continues sur R x R. Comme
(z,t) = 1 + zt ne s'annule pas sur RY x R, on en déduit que 8™u/8z™ est continue par
rapport & (z,t) sur R* x RY.

c) On a d’autre part, pour tout n € N :

(z,t) e R" xRt

Iy -
éz—ﬂ(z,t)‘ < nfte?,

ol1 le second membre est indépendant de z et a une intégrale sur [0, +oo[ convergente.
Par théoréme, on en déduit que (2) définit une fonction g € C*°(R™) et qu’on peut dériver
sous le signe somme & tous les ordres.
d) En particulier : g™ (0) = (=1)"n! [, et t" dt = (—1)"(n!)?.
4) On a

+oo " 1 +oo 9 +o0
g(z) + zg'(z) = / e (14+tz) "dt — / e txt(1+ tx) 2dt = / e ' (1 + tx) " 2dt.
o 0 0
Une intégration par parties donne :
T T
z/ e t(l+tx)y Pdt=[-et(1 +ta) =T - / et (1+tx) tdt.
0 0

Quand T tend vers +0o0, on obtient z(zg'(z) + g(x)) = 1 — g(x).
5) La fonction f € C*(R') définie par f(x) = zg(z) vérifie

2’ f'(z) + f(z) = 2°(z4'(z) + 9(z)) + z9(2) = =.
C’est donc une solution de (1).



Si n > 1, on calcule par récurrence f™)(z) = z¢™(z) + ng™ Y (z). On a donc (™ (0) =
ng»~1(0) puis F™(0) = (—1)"'n!(n — 1)!. La série de Taylor de f & l'origine est la série

entiére 321 (~1)""?(n — 1)!z™ considérée au début de I'exercice.

Exercice 8, — Sin € N et sinz/27# 0, on pose :

@) (@) = 1 sin 21z 2
W) = T F sin § )
1)Siz ¢ 2rZ:
sin 2z _ gintl)a/2 _ g—ilntl)z/2 __ inaz2l— g int)z _ inz/2 2~ ks
2 = - i — —e = - § :e ,
sin § eir/2 . g—iz/2 l—e =

(formule de la série géométrique).
2) On peut donc prolonger la fonction ¢gn & R par continuité en posant :

IS . SRS |
@ @) = e O = iy

n

gin—k=Da
k=0
a-b) En particulier, ¢g»(0) = 1 + 1 et g» est un polynéme trigonométrique de degré n.
¢) Quand on on intégre le membre de droite de (4) entre —m et , les seules contributions
# 0 proviennent des (n + 1) termes avec k + I = n qui donnent chacun 2r/(n +1). On a
donc £ [T gn(t)dt =1.
3) Comme ¢n(0) = .+ 1, la suite g. ne converge pas sur [0,7]. Si0<d <z <,

lgn(2)] < (n+ 1) (sinz/2)~? < (n+ 1) *(sind/2) 2.

Le membre de droite est une suite indépendante de z € [4, 7], qui converge vers 0. On en
déduit que ¢n v 0, uniformément sur [4, x].

4) Soit f € C°(R), 2w-périodique. Si n € N, on pose : fu(z) = 5= fj: F@® q,,(.a: —t) dt.
a) Comme g, est un polynoéme trigonométrique, soit gu(x) = Y} 5__, Cn, k€%, On a, par
linéarité et en notant que e**(*~t) = etFze ikt .

ikx

@ =Y ane [ O,

k=—n
un polynéme trigonométrique de degré n.
b) Le changement de variable £ = z+ s donne fa(z) = 5= [, °_ f(z + ) gn(—3) ds. Comme
la fonction s+ f(z + 8) gn(—3) est 2mw-périodique, son intégrale sur un segment de longueur
27 ne dépend pas du segment choisi. Comme d’autre part gn(—s) = gn(s), on obtient :

Falz) = -21;_- /:K F(z + 8) gn(s) ds.

5) Soit M := sup,cg |f(z)|. On remarque que f(z) = = fj: f(z)gn(t) dt. Par linéarité de
Iintégrale et compte tenu du fait que ¢n est positive, on a donc :

1o@) = F@ = 5= | [ (Fa+9) = H)an)ds| < 3= [ 1+ ) = F(@lan(s) ds

~2r J .
Soit 0 < § < 7. On décompose l'intégrale du membre de droite suivant les segments [—4, 4],
[, —0] et [8, w]. Sur les deux derniers (dont les longueurs sont < ) on utilise la majoration :

|F(z +3) = f(2)] 4a(s) < (| (@ + 9)| + | F(@)]) () < 2M(n + 1)} (sin8/2) 2.
On obtient ainsi :

1)
|fa(z) — f(2)] < % - |f( +5) = £(x)| ga(s) ds + 2M(n + 1) ' (sind/2) .

Comme (2m)™ ["_gn(s)ds =1, on peut encore écrire :
|fn(z) — F(2)| < sup, |f(z + 8) — f(z)| +2M(n + 1) (sind/2) .

Soit z € R fixé. Soit € > 0. Comme f est continue au point =, on peut choisir § > 0 tel que
le premier terme du second membre soit < €/2. Ce & étant choisi, le second terme est < ¢/2
pour n assez grand.

On a donc | fu(z) — f(z)| < € pour n assez grand. Comme c’est vrai pour tout €, on a montré
que fn(z) tend vers f(x) quand n tend vers +co.

Comme c’est vrai pour tout = € R, on conclut que la suite de polynémes trigonométriques
frn converge simplement sur R vers la fonction f.




