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Les documents ne sont pas autorisés. Les exercices sont indépendants.

Quand on utilisera un théoréme du cours, on donnera soigneusement les
raisons qui permettent de I’appliquer.

Exercice 1

Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier n > 1, on pose :
foend (—1) y Up = Un .
ne 1—ud

n

1. Etudier la convergence de la série 3. 2] upn.

2. Pour quelles valeurs de o la série 3%} v, est-elle respectivement :
— absolument convergente,
— convergente mais non absolument convergente ?

Exercice 2

Soit o un réel strictement positif. Pour tout entier n > 1, on considére
la fonction f, : [0,400[— R définie par :

—nT

fa(z) = na%e

1. Montrer que la suite f, converge simplement sur l'intervalle [0, +oo].
2. Calculer sup,5q f»(z). Pour quelles valeurs du parametre « la suite
Jn est-elle uniformément convergente sur P'intervalle [0, +o00[?

3. Montrer que, quel que soit a > 0 et quel que soit zg > 0, la suite f,
est uniformément convergente sur l'intervalle [zq,4-o00].

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R, périodique de période 2w, telle que
Vz € [—7r,7r[, f(il:):‘ll'— |$|

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f.

2. Calculer ses coefficients de Fourier :
+

. 1 —int
Cn = 5 F@)e ™ dt.

3. Montrer que la série de Fourier de f converge uniformément sur R.
On note z — S¢(z) la somme de cette série.

4. 1l résulte de la version du théoréme de Dirichlet énoncée en cours
que, si f est dérivable au point x € R, Sp(z) = f(x). Montrer que
S¢(z) = f(z) pour tout z € R.



5. Déduire du résultat précédent la somme de la série 3720 1/(2p + 1)2
puis la somme de la série 31 1/n2.

Exercice 4

Le but de Pexercice est de calculer le nombre :

+oo
= / et dt.
0

1. Montrer que P'intégrale généralisée h(z) = 0+°° e~ dt converge pour
tout £ >0 et qu'on a °

Vo €0, +oof,  h(a) = ‘}5‘

2. Pour tout entier n > 1, on considere la fonction :
n e—:z:t2
0, ’ n =
et f@)= [ g

Montrer que la fonction f, est de classe C? sur [0,+o0c[ et qu’on peut
dériver sous le signe d’intégration.

3. Pour z € [0,+00[, on considére I’intégrale généralisée :

+oo —zt?
flz) = /0 _di.

dt.

1+1¢2
— Montrer que cette intégrale converge pour tout = € [0, +0oo|.
— Calculer f(0).
— Calculer lim,_, 1 f(z).

4. Montrer que la suite de fonctions f,, converge uniformément vers la
fonction f sur [0,+o0].

5. Montrer que la fonction f est dérivable sur l'intervalle ouvert |0, +o00|
et que, pour tout x > 0, 0on a:

"(z) — f(z) = ——L.
fi(z) - f(=) 7

6. En intégrant ’équation différentielle précédente par la méthode de
variation de la constante, trouver une autre expression pour f. En déduire
la valeur de 7.
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Exercice 1. — Soit a > 0 et pour 7 > 1 : u, = (—1)*/n%, v = un/(1 —ud).
1) Comme 1/n* décroit vers 0, la série alternée Z::z u,, converge par théoréme.
2) On a vy, = un(1 + ud + O(u8)) = uy, + w, avec w, ~ ul.
— Comme |vp| ~ |un| ~ 1/n*, par comparaison, la série y, ., ; v, converge absolu-
ment si et seulement si o > 1. -
- Sia>0,lasériey, ., vn converge si et seulement si la série 3 .-, wn converge.
Comme wy, ~ 1/n%* _(donc wy, > 0 pour n assez grand), par comparaison, c’est
le cas si et seulement si @ > 1/4.

Exercice 2. — Soit a > 0. Pour n € N* et z > 0, on pose f(z) = nz®e™™*.
1) Comme o > 0, on a f,(0) = O pour tout n. Si z > 0, f,(z) > 0 et In fo(z) =

—nz+ Inn+ alng ——— —co donc f,(x) ——— 0. On conclut que f, — 0,
n—-+oo n—-+0oo n—+oo

la fonction nulle, simplement sur R™.

2) La fonction f, est continue sur R* et dérivable sur R™ avec f.(z) = (a/n —
z)n?z*"le~™*. On note z, := a/n > 0. Du signe de f., il résulte que f, croit de
fn(0) =04 f,(z,) quand z croit de 0 & z,,, puis décroit de fn(zy,) a limy 4 oo fru(z) =
0. On en déduit :

M, :=sup fn(x) = folzn) =n'"*(a/e)*.
>0

Comme f, est positive, sup,>o |fn(z)] = M,. Par définition, f, o 0 uni-

formément sur R si et seulement si M, ————J:——) 0, si et seulement si & > 1.
n—+00

3) Soit zp > 0. Comme z, = a/n v~ 0, il existe un entier ng (qui dépend de =)
n—+oo

tel que n > ng = 0 < 3, < z9. Compte tenu des variations de f,, pour tout n > ny,

fn est (positive) décroissante sur [zo, +00[ et :

:;Eo |fr(z)| = falzo) e 0.

Donc la suite fn . 0 uniformément sur [z, +00[.
n—1+0o
Exercice 3. — Soit f la fonction sur R, 2w-périodique telle que :
Vz € [—7!',7!'[, f(ﬂ)’) =T - le

1) La fonction f est déterminée par ces propriétés. Elle est continue sur [—m, ],
dérivable sur [—m, 7[\{0}, de dérivée f'(x) = =:1 selon le signe de . On remarque que
f(®) —— 0 = f(—=) = f(x) : f est continue & gauche en .

Z— T

On en déduit que f est continue (car continue & gauche et & droite) au point —,
donc en tout point de [, 7|, donc sur R par périodicité.

On voit de méme que f est dérivable en tout point de [—, 7| sauf peur-étre en
0 et en —7. On vérifie qu’en ces deux points f a des dérivées a droite et a gauche
différentes. On conclut f est dérivable sauf aux points =z € Zm.
2 ) Compte-tenu de la parité de f, on a :

2w
Onadonceg=n/2etsin#0:

1 +m . 1 T
Cp = = (m—[t)e ™ dt = —/ (w — t) cos nt dt.
T T Jo

1-(-p"

1 _ s .
cn=— [(w — t)sinnt]y + E/o sinntdt = m[msnt]g =

Donc cp = w/2 et, si n #0, ¢, =0 si n est pair et c, = 2/7n? si n est impair.

3) Puisque |c,| < 2/7n?, le terme général d’une série convergente, la série de Fourier
Ss(z) =31 _ cae™™® de f converge normalement, donc uniformément sur R.

4) Comme la convergence est uniforme, Sy est continue. D’aprés le théoréme de Diri-

chlet, S¢(x) = f(x) pour tout ¢ Zn. Si x € Zn, on a S¢(y) = f(y) pour tout y # =



assez voisin de z ; comme f et Sy sont continues, on obtient Sy(z) = f(z) en faisant
tendre y vers z. En conclusion, f est la somme de sa série de Fourier :

X cos(2 1z
oeR,  f@)=T+3 Z (2(;:“1)2).

4) En faisant z = 0, on obtient p—O % 1/(2p+ 1)2 = w?/8. D’autre part, on a :

El/n = 21/(2;;)2 + El/(2p+ 1)’ = (1/4)21/11 + Zl/(2p+ 1)2.

n=1 p=0 n=1 p=0
On en déduit : Z 11/n% = (4/3) Zp._o 1/(2p + 1) = (4/3)(w%/8) = n?/6.
Exercice 4. — Pour z > 0, on note k(z) := 0+°° e~ : on note 7 = h(1).

1) Soitz >0.0nat>1=0< e ™" < et et la convergence de f0+°° e %t dt se
vérifie par le calcul. Par comparaison, on obtient que Vintégrale généralisée h(z) est
(absolument) convergente. Si z > 0 et T > 0, le changement de variable t = u//z

donne
/T e—'ztz dt _ 1 / __u du — /+°° e__u,2 du
0 \/— ] T—+too \/— .
On a donc h(z) = h(l)/\/— v/Vz.

2) Soit fu(z) = [y’ 'i—}:;— dt. La fonction (z,t) — l—ﬁf est de classe C* sur R x [0, n].
Par théoreme, il en résulte que f;, est de classe C™ sur R et qu’on peut dériver sous
le signe d’intégration. En particulier

’ " e et
fale) == [ g =) - [ e

3) Pour =z >0, on cons1dere flz)= +°° 'i—;r dt.

" a) Comme 0 < & 1—+—t,- < 1—+tg, lmtegra.le généralisée f(z) converge pour tout = > 0.

b)Ona
oo dt T
f(0)—/0 1+e 2

c)Onal< f(z) L f+°° ~ot* gt = ~/\/z, donc f(z) mo.
4) Pour tout z > 0, on a

+oo e—:::t2 +oo gt

fo(z) — f(= =/ dtS/ o

@ -r@l= [ Spes [

reste d’une intégrale convergente indépendante de z, donc la suite sup, ¢ | f» (z)—f ()|
tend vers O : f, converge uniformément vers f quand n — 400.

5) Par comparaison, l'intégrale généralisée 2g(:z;) = tzﬂ%— dt converge absolu-
ment pour tout > 0; en effet : 0 < t%e~%*" /(1 + t2) S et
Sia >0et z € [a,+00, on a tze"‘tz/(l +1%) < e don |fi(z) — g(z)| <

f: 0 g-at’ dt, reste d’une intégrale convergente indépendante de z. Donc f}, P
—400

g uniformément sur [a,+o0o[. Par théoréme, on en déduit que f est denvable sur
[@, +00[ de dérivée g. Quand n — +o0, on déduit de f(z) = fulz) — [5' € -=t* gt que
f'(z) — f(z) = —h(z) pour tout z > 0.

6) La fonction z + f(z)e™® est dérivable sur R**, de dérivée —ye~2/+/z. On a donc :

0 [F(B)e?]7 e ey [ e
<e<w, t)e | = — / —dt=— / e™ du
=] 7 7).

(on a fait le changement de variable ¢ = u4? dans I'intégrale.) Quand € tend vers 0, on
obtient

T Ve,
f(@)e™® = - — 2'yf e™ du.
2 0
Quand z tend vers +00, on obtient 0 = § — 2+® puis vy = /7/2.
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Exercice 1

Etudier la convergence de I'intégrale généralisée
/1 Int @
o I+t)W1-t2

Exercice 2

Considérons la série entiere réelle
+

13

ok gk
o vk

1. Calculer son rayon de convergence R.

2. Etudier le comportement de la série pour |z| = R.

Probléme 3

1. Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur une partie X de R et & valeurs dans R. Donner la
+oo

définition de la convergence simple et de la convergence uniforme pour la série de fonctions Z ful(z).

n=0

2. Soit p € R. Considérons la série de fonctions sur IR

+o0

T
Z nP(1 + ng?)’

n=1

a) Montrer que si p < 0 la série ne converge que pour z = 0.

b) Montrer que si p > 0 la série converge pour tout z € R.
x

——— . Etudier et tracer son graphe.
nP(1 + nz?) HcIer gn €4 18 grap

¢) On considére pour n € N* fixé, la fonction g,(z) =

d) En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs de p pour lesquelles la série converge
normalement sur R.

Probléme 4

o0
Soit Z anx™ une série entiére de rayon de convergence R tel que R > 0. On note f sa somme sur 'intervalle
n=0
]— R,+R][.

1. Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes portant sur les coefficients a,, pour que f satisfasse
I’équation différentielle

zf"(z) + f'(z) + zf(z) = 0.



2. On suppose ces conditions satisfaites. Donner les expressions des a, en fonction de ag et déterminer la
valeur de R.
o0
3. Parmi les séries Z anz™ trouvées en 2, soit F celle qui tend vers 1 si z — 0. Montrer que

n=0
1 T
F(z) = —/ cos(z cost)dt.
T Jo
Indication : On pourra utiliser le développement en série entiére de cos z

B s (_l)nz2n
cosz = Z R

n=0

ainsi que la formule suivante:

[NE]

2n 5, T (27’1)!
/0 (cost) dt—2.4n 2

Probléme 5

Soit f la fonction périodique de période 27 telle que f est paire et

f(x) =z(m —x), pourz € [0,n].

1. Calculer la série de Fourier de cette fonction.
2. Montrer que cette série de Fourier converge uniformément vers f(x).

3. En déduire la valeur de la somme de la série

(_1)n+l

oo
DDt
n
n=1
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Exercice 1

Pour tout n € N* et tout > 0, on pose :
teodt
ro = [ e
1) Montrer que f,(x) est défini pour tout z > 0.
2) Montrer qu’il existe un nombre réel a, tel qu’on ait :
Vz €]0,+o0],  falz) = anz' ™"
Déterminer a;. »
3) Montrer soigneusement que la fonction f,, est dérivable sur 0, 400 et

qu’elle vérifie I’équation différentielle f.(x) = —2nx fu11(x)-
En déduire la valeur de a,, pour tout n € N*.

Exercice 2
1) Soit u, : I — R une suite de fonctions. Rappeler la définition de la
propriété : la série Y25 u, converge normalement sur I.
2) Montrer que la série - u,, de terme général la fonction

uﬂ( ) 2 + n21
converge simplement sur R. On note f sa somme.

3) Pour tout n € N*, calculer sup,cp |u.(z)|- La série 372 u, est-elle
normalement, convergente sur R ?

4) Montrer que, pour tout X > 0, la série Zn_l U, converge normalement
sur le segment [—X, X].
En déduire que la fonction f est continue sur R.

5) Pour £ > 0 et n € N*, vérifier I'inégalité :

/<"+1>/z ¢ __ =z /"/= di
n/z 1+82 ~ 2?24+ n? = Jupye 1+8%

En déduire que

flz) —— oo i
z—+00 0 1 + t2.

Comparer

{/_:; (zllbr-il-loo un(:c)) et z_.+°° (Z u,.(x))



Exercice 3

A tout a € R, on associe la fonction f, sur R, qui est périodique de
période 27 et telle que :
axr —az
fa(z) = coshaz := %— si —wr<z<m.

1) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f, :

1 [ ;
neZx, ca(a) = 7 Ja(x)e™™™* da.

-

2) On admettra, la version suivante du théoréme de Dirichlet : Soit f une
fonction sur R, périodique de période 2n et localement intégrable. Si f
est continue au point o € R et admet en ce point une dérivée a gauche
et une dérivée & droite, f(xzg) est la somme de la série de Fourier centrée
de f au point zo. '

Quelle formule obtient-on en appliquant ce résultat & la fonction fo.
Ecrire la formule obtenue pour = = .

3) Déduire du résultat précédent la formule suivante :

+oo
coshm:_ 1 22 T

T — = — ——
sinhmz =z ‘et 72 +n?

(1) z € R*,

Exercice 4
‘1) Montrer que la série de fonctions Y%} Log (1 + 22 /n?) converge sur
R, normalement sur [-X, X| pour tout X > 0. On note S(z) sa somme.

2) Montrer que S € C'(R) et exprimer S’ comme la somme d’une série
de fonctions.

3) Si ay,...,a, sont des nombres réels, on note aussi [[;_, ax le produit
@aj . . . @,. Déduire du résultat de question précédente que la suite p,(x),

définie par :
pa(z) = H (1+ ﬁ) .

k=1
converge pour tout z € R et que sa limite p(x) est non nulle. On définit
ainsi une fonction p sur R.

4) Montrer que la fonction p est dérivable et que, pour tout z :

P@) o3y~ _@
m_2;$3+n3'

5) En déduire, en admettant la formule (1) de I’Exercice 3, la formule
suivante :

inh z 2
VzeR', T _ lim (1+%—).
T m—too - k



