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1.
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Corrigé succint de ’examen du 24 Janvier 2006 (et remarques).

I

La fonction f(t) = ﬁ est positive, définie et continue sur [0, +o0o| donc
localement intégrable sur cet intervalle (il n’y a pas de probleme a la borne
0). En 400, on a f(t) ~ ;—QP = - (et non pas —...). Lintégrale I, est
de méme nature que l'intégrale de Riemann fl t2p1,2, donc converge si et
seulement si 2p — 2 > 1, soit p > 2 ou p > 2 puisque p est un entier.

2
La fonction g(t) = = 7 est positive, définie et continue sur [0, +-oo[ donc

ey
localement intégrable sur cet intervalle (il n’y a pas de probléme a la borne

0). En 400, on a g( ) ~ t2p L’intégrale J, est de méme nature que I’ mtegrale

de Riemann f1+ tQP, donc converge si et seulement si 2p > 1, soit p > 5 ou
p > 1 puisque p est un entier.

On fait un changement de variable ¢t = %, soit dt = —u—lz et on en déduit le
résultat. Alors

] 1 t2 d +o00 t2 d 1 t2 d 1 1 d
: A 1162 +ﬂ) 1+ lA<1+w2 *A 1162y

soit . ) .
14+t 1
—_dt= [ ——dt = [arctant]} =
/0 (EE /0 e larctan t]

Remarquer que [ -z dt = arctant + K (et non pas In(1 + %) + K...).

e

(a) Pour tout entier p > 2 (pour que J,_; soit convergente), on a

“+o0o 1 1 +001—<1—|—t2)
= [ (e ) 4 [ e

soit Jp, — Jp_1 = —1I,.
Remarquer qu’il est vraiment plus que maladroit (...!) de
réduire au méme dénominateur de la fagon suivante
1 1 1+ 2P — (14 t2)P
A+ey  Q+2p T A+ 2P+ e

On integre I, 0+°° ﬁ par parties en posant u = %t et dv =
1+t ) -1 .
(1+t2 dt 1+t2)p’ donc du = = et v = W, S01t

I, = i +OO+ ! l/+w /-
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Par suite J,—J,_1 = Jp 1, d’ou J, = 2p=3 — Jp—1 pour tout p > 2.
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(b)

On a

+00 1
J1 = / dt = [arctant]f™ = T
0

1+t 2

Par récurrence descendante, on en déduit, pour tout entier p > 2,

(2p—3)(2p—5)...3.1 (2p—2)(2p—3)2p—4)(2p—5)... 43217

J - J =

P 2p—2)(2p—4)... 427" (2p—2)2(2p — 4)2...42.22 2
: 2p-2)!

soit Jp = ma

Comme [, = J,_1 — Jp, la série de terme général I, est une série

télescopique. Sa n-eme somme partielle est donc
S =Y Ly=(h—D)+ (L= Js)++ (Jaos = Jn) = J1 = Jo.
p=2

La série de terme général I, converge, si et seulement si la suite (5,,) a
une limite finie, donc si et seulement si la suite (J,) a une limite finie
L et alors la somme de la série sera égale a J; — L. Pour montrer la
limite de la suite (J,,) est L = 0, on utilise 'approximation de Stirling.

I1

La série entiere ) est une série lacunaire. On pose u = 22 et

x2n
n>1 2n2n
on calcule le rayon R’ de la série ) ., a,u™ =)

u™

n>13p2n *

1 ) 2n2" 1

- —
R~ note2(n+ 120l 2

. " 2n
donc la série entiere Zn>1 —2”:; o

Son rayon est donc R = v/2.

En z = £2, la série a pour terme général QL donc diverge puisque elle
. . n
est de méme nature que la série harmonique.

converge si 22 < 2 et diverge si 2% > 2.

Pour tout x € Dgr =| — 2,+2[ on peut dériver terme a terme, soit
S'(x) = s 2’;22—;: Donc pour tout = # Dy \ {0}
1 z2\" T
S'(x) == - =——.
w=332(3) =5

Remarquer que la somme de la série géométrique, de raison

2 2\ " .
D1 <%) ne commence pas a n =0, donc

S(5) -X(5) e




Comme S(0) = 0, on a, en intégrant terme a terme, pour = € Dg \ {0}

T, 1t =2 1 [Td(2—2?)

x \/§

=In
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2. On suppose que 1'équation différentielle (E) admet une solution développable
en série entiere autour de x =0, y = > ., a,z"™, avec un rayon de CV R # 0

soit
1
S(x) = ~3 [In |2 — z?]

(a) Siy =2 spanz™, onay(0) =ay=0ety(0) =a; =0 et pour z € Dp,
Y = s nana" et

y' = anz n(n —1)a,z"? = ano(n +2)(n + 1)ay 22"
On remplace dans (F)

(2 — 2?) Zn(n — 1aa"? — 2xZnan$”_1 —1=0

n>2 n>1
soit
Z 2(n+2)(n + 1)ayq02" — Zn(n — Dapz" — Z 2na,z" —1=10
n>0 n>2 n>1

et en ordonnant les puissances de x

(4@2—1)+(12a3—2a1)x+2[2(n+2) (n+1)a,o—n(n—1)a,—2na,]z" = 0.

n>2
Par unicité du DSE(0), on a

0= 40,2 —1
0= 12@3 - 2@1
0= 2(n+2)(n+ 1ay2 —n(n—1)a, — 2na,, pour tout n > 2

Par suite ay = }1 et ag = 0 puisque a; = 0.

(b) Pour tout n > 2, a,.0 = m%, soit a,, = ”2—;2%_2 , pour tout n > 4.

Comme a3 = 0, on a ag,+1 = 0 pour tout p > 0 (par récurrence) et,
pour tout p > 2,

_2p—2 (2p—2)(2p —4)...2 1

W = T oy T ) (2p — 2). .. (4) T 2y
La formule ag, = ﬁ est vraie pour p > 1 et y = szl 2p_12px2p

(¢c) Onadoncy = S(x) et R =+/2 > 0 et les hypotheses sont bien vérifides.



