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" Les étudiants d’un groupe de TD ont une séance de travaux dirigés par semaine.
La probabilité pour qu’un étudiant de ce groupe assiste & une séance donnée de

- travaux dmges alors qu'11 na pas asslste a la séance préccdente est de i ; la pprobabilité pour qu 'l

- ‘asmstc 2 une séancc donnéc alors qu'11 a asmsté ala séancc précédcnte est: de Z Liéleve Dupont se.

présente A la pmmérc séancc de lannéc Quelle est la- probablhté POUL. qu'11 assiste A la.derniére. avant
~ P’examende janvier 7 On rappelle quele premier semestre universitaire co_rqpqrtg 12 semaines.

. [A] Soit Y uﬁc variable aléatoire suj\}ént'la_ loi:binomialc de paramétres 1 et p (n e N*,0< p<l),

donnéépar SR
o PY=K=C pk(l-p)"'k o<k<n
1) Calculerla fonction généramcc gde Y. : : :
~' 2) On suppose que 1" tend vers +eo et que P tend vers:Q.de telle sorte quc le produit np tcnde vcrs
N le nombre réel A>0. S :
o a) Quelle est la hmncde ]P(Y k) ke ]N ﬁxe‘7
, -b) Qucllccstlahmucde £, 0<s<1‘7 . o
L ,Rcconnaltre cette: hm1te comme la foncuon génératnce d'unc 101 usuclle ~

~ . Unc Toue. dc lotene comprcnd 10 quamers 1dentxques numerotes de O a9 de telle. sorte que,' g

' lorsqu on lance la roue, la probablhté qu'elle s'arréte surle numero i. est 110 (0<i<9).

_ _' 1. L'on. effectue n lancers succe551fs mdépendants de la roue et lon note Y le nombrc de fois ol

la rouve s'arréte sur le numéro - i (O i< 9) _ _
1) Quelie est la loide Yo 7 Commcnt pcut-on decomposcr Yo cn la sommc de n vanablcs

aléatoires de Bemoullh mdcpcndantes ? Calculer la foncuon géneratnce lcspcrancc etla
- variance'de Y.'‘Quelle estlaloide Y; (0<i<9)? _ - ' -
2) Calculer P(Yq = no , Y;=ny ,..., Yg=ng), 0l ng, nl, .» g de31gnent des entiers
- vérifiant : n0+n1+ +ng=n.

20 Unhser lc . 2) a) prcccdent pour donner ine approx1mauon dc ]P(YO = k) O < k < n, lorsque

W

n cst 'gran Apphquera n=50. .

~~



3 L'on smtércssc maintenant a la vanab}e alcatouc Z,, égale an nombrc minimum de lancers -

mdcpcndants nécessaire pour obtenir m fois le numéro 0 (m=>1).
~ L'on introduit 1a vanablc aléatoire de chom]h X, (r21) définie par:
' ‘ {X = 1" si, au riéme: lancer laTouc s’ arrctc sur lc numéro O

=0 smon
™ 1)Ona donc Zl = nombrc mm:mum de lancers mdépcndants néccssalrc pour obtemr une f01s le
PR numéro 0. . '
= inf {n21,laroue s arrelc surle numiéro 0an niéme lanccr} :
Calculer ]P(Zl =k),k21 Reconnaltrc la 101 de Z;. Calculcr la foncuon génératncc de Zl, B
son. cspéra.ncc etsa variance. : ' Lo _
: 2) Décomposer I'événement {Zl =k, Zz Zl = C} al aJde dcs v.a. Xr T2 1 En dédmre quc :
o lesva Z; et Zz Zy sont mdépcndantcs et de méme 101 S 3 N
3) Générahscr 1e2) pour’ dcmontmr que :Z;,Zp-Z;,. Z,.n Zm 1 sont mdépendantes et de - |
" -mémeloi (m>2). On supposera dorénavant ‘m22-
2y En- dédmre la fonctlon géncramoc de Zens puis la loi dc Zm On mommra

P(Zy=k)= (mjm (10 B k>m
Zm

Que pcut—on dire de < lorsquc m- tcnd vers +oe ? -' .

: 5) Commcnt pouvcz-vous Jusuﬁer apostenon lexprcssmn de ]P(Zm k) k> m?
_A6)Montrcr E(Z:ll) TR | o o c |
' Excrc1cc : : -
- On conmdoreun stock de N ampoulcs parmi lcsqucllcs “ sont défectueuses. On chomt, au hasard, 3
~ sans remise, n ampoulcs dans le stock et on appcllc S la variable alcatouc égale a.u nombrcv
= -d'ampoulcs défcctucuscs qu’on a ainsi récupérées parmi lcs n ampoulcs urées '

1D Qucllcestlalmdc S‘7

. '2) On formalise le probleme en numemtant lcs ampoules’ de la N ct en prcnant comme espacc de e

probabilité. Q I'ensemble des permutauons de { 1,2,...,N} munidela probabrhté umforrnc N

; -On mu'odmt Ies variables aléatoires X;, 1<i<n, définies par :
' {X- =1 si la ieme ampoule tirée est dcfcctucusc

U =0 s1non

o dctc]lcsortequc S= X1+X2+ +X

"a) Montrer que ]P(X = 1) = “1<ign On pourra cons1dercr les pcrmutauons c de N

{ 1,2,. N} tcllcs que 0'(1) corresPond au numéro d' une p1cce dcfectucusc
Calculcr 1 cspcrance et la vanancc 'de Xl, pu1s l'csperancc de S |

| b) Montrcr quc IP(X -1 X = 1) = N NI 1<i <_1 < n X ct X . sont-elles
- mdcpcndantcs'? o e | ' A
_ En déduire cov(Xl ) ) , puis calculer la variance de S

: .c) Comparcr 'espérance et la vanancc de S-a l'csperancc eta la variance d'une vanable o
alcatoue de 101 bmomlale ' '

bl
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Université Pierre et Marie Curie — Année universitaire 2004-2005
Licence de Mathématiques — Niveau L2

Examen du 14 septembre 2005 de Punité LM231
- Les documents et calculettes ne sont pas autorisés

Bxercice 1

1°) on lance deux dés (non pipés).

a) Quelle est la probabilité que la somme des deux résultats vaille 4 ,
soit supérieure a 9 ¢

b) Quelle est la probabilité pour qﬁ'-un des résultats soii pair et l'autre
impair @ V A |

20) On lance n fois deux dés, Soit X 1le nombre de fois ol 1l'un des
- résultats est pair et l'autre impair,

a) Quelle est la limite en probabilité de -il-{- lorsque n - + o ,

b) Soit a >0 . Quelie est la limite (donnée sous forme d'une intégrale)

de . P(ng'-r-a‘{ﬁ) quand n - +o ,

3°) On lance n fois un dé (n fixé) . Soit Y le plus grand résultat
~ obtenu. Calculer P(Y ¢ m) et en déduire P(Y =m) ; m = 1,2 ... 6 .

.Exercice 2 : On considére des- v.a. indépendantes, de méme loi JOPRRY SPPRE
'-'tel_l'es.: que P(Yn=1) =p , P(Yn=0) =q=1=-Dp,0<Dp< 1.
Un joueur joue au jeu su_;?vanf : au départ, sa fortune est Xo =1 ; si sa
fortune apres le nitme coup vaut Xn , au (n+-1 )éme coup, elle s'accroit de « Xn

'si Y =1, elle dinime de B X si T

=0 ou a,p sont donnés avec
n+1 '

+4

0<a,0<B<1.

- 10) Irouver (en fonction de ¢ et ﬁ) deux nombres réels a et b tels que,

(af b.Yn+1). X, .

pour tout n >/_0 ’ Xn+1

20) En déduire la valeur de Xn en fonction de 'Y1 ’Y2""Yn .

30) 'Calculer E(Xn) . En déduire, suivant les valeurs de a,B,p , la limite

de E(Xn) quand n - + o ,



- D -

4°) On pose T, = Logla+ b ‘fk_) . Calculer E(Uk) . Quelle est la limite en

wrobabilité de -} (U1+ ve ot Un) lorsque n - + o ,

1

5°) Er déduire la limite en probabilité de T g X , 0o+,

n 9
En déduire, lorsque (1 + a)P (1 - B)q( 1 , la limite en probabilité

de Xn . lorsque p =gq =-;- , montrer qu'on peut trouver « et B tels

que X -0 en probabilité et E(X ) -+,

Exercice 3 : A I - Soient a,b,u,v,w cing nombres compris entre 0 et 1 ,

On considére des v.a., & valeurs 0 ou 1 , U1,..., Un ’ V1,..., Vn

telles que, pour tout i , Pl'_'Ui =1] =a, P[.Vi =1] =b ,

P[Ui=1,Vi=1]=O,et, pour tout i,j , 1 #3 ,

FU, =1 ,,Uj=1]=ufP[Ui'=1 ,vj=1]=v,1>{vi=1 ij=1]=w
n n
=\ AN
i - i=1

10) Calculer -E(Ui) puis E(X) . Que vaut =E(Y) °?
2°) calculer E(Uin) puis Var(X) . Que vaut var(y) ¢

3°) Calculer E(UiVj) puis Cov(X,Y) .

B| Une urne contient r boules; r, de type 1 , T, de type 2,
T de type 3 3 r =TT, 4T, On en tire n (2 ¢ n { r) sans

replacement, Soient X (resp Y) 1le nombre de boules de type 1 (resp.
de type 2) tirées et Ai (resp Bi) 1'événement "la iéme boule tirée est

- de type 1 "(resp de type 2) .
0
1°) celeuler P(a) , 2(@,) , Man) , 2@:3,) , HaB,) , P(B,4,) .

20) En déduire, en utilisant convensblement 4], E(X) , BE(Y) ,
Var(x) , Var(Y) , Cov(X,Y) puis calculer le coefficient de corrélation
de XetY., ' '




