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Calculatrices, documents et portables interdits

Exercice 1

Soit p un entier strictement positif. On définit la suite (uy,),>, par:
u, = 0,

n
Vn > p, un+1=un+< )
p

Montrer que

n
Yn>p+1, u, = .
> (")

Indication : On pourra introduire la suite (vy,)n>p11, définie par:

- 1

et utiliser le triangle de Pascal.

Exercice 11

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et soit P, un ensemble de n points du
plan, tels que trois quelconques d’entre eux ne soient pas alignés.

1. On note D,, 'ensemble des droites joignant deux de ces points. Calculer le
cardinal «,, de D,,.
Vérifier que i, 11 = oy, +n.

2. On suppose, de plus, que P, est tel que deux droites distinctes de D,, ne
sont pas paralléles et que trois droites distinctes de D,,, non issues d’un méme
point de P,, ne sont pas concourrantes.
Dans ce cas, on note (3, le nombre de points d’intersection, autres que ceux de
P,., des droites de D,,.
Montrer que:

Vn > 2, Bpp1 = Bn +n(a, — (n—1)).
En déduire que
n(n—1)(n —2)(n — 3)

8

Indication : On pourra utiliser I'exercice I en posant :

_ b

Vn > 2 u, = —.
n>2 u 3

Vn>2, 06, =

T.S.V.P.



Exercice 111

Soit p et k des entiers tels que 1 < k£ < p. On note G, le graphe simple
dont 'ensemble des sommets est ’ensemble V,, des p-listes de I’ensemble {0,1}
et ou deux sommets sont adjacents, si ce sont des p-listes qui différent par
exactement k éléments.

1. Représenter G, pour 1 < k < p < 3.

2. Pour tout couple d’entiers (p,k) tel que 1 < k < p,

a. calculer le nombre n de sommets de G, ,

b. montrer que que G, est régulier et en déduire le nombre d’arétes de G, .
3. On note V, (resp. V') 'ensemble des éléments de V}, comportant un nombre
impair (resp. pair) de fois le chiffre 1.

a. Montrer que VU V" est une partition de V.

b. Pour tout couple d’entiers (p,k) tel que 1 < k < p et k pair, montrer que
Gy, est non connexe. La réciproque de cette propriété est-elle vraie?

c. Pour tout couple d’entiers (p,k) tel que 1 < k < p et k impair, montrer que
Gy, est biparti. La réciproque de cette propriété est-elle vraie?

4. Dans toute la suite, p étant toujours un entier strictement positif, on suppose
k =1 et on note G, 1 = Gp.
Soit u = (uy,...,u,) et v = (vy,...,v,) des sommets de G, et soit [ le nombre
d’indices i tels que u; # v;.
a. Construire une /-chaine d’extrémités u et v. En déduire que G, est connexe.

Pour tout couple (u,v) de sommets de G, on pose alors:
D(u,v) = min {h € IN | 3h—chaine d’extrémités u et v},
et on note:

A(Gy) = max {D(uv) | (wo) € Vy x Vy}.
b Déduire de la question 4.a que D(u,v) = L.

c. En déduire la valeur de A(G)).

d. Pour v fixé dans V, et [ fixé dans IN, calculer le nombre de sommets v de
Gp, tels que D(u,v) = 1.



Corrigé de ’examen de septembre 2005

Exercice I

Pour tout entier n > p + 1, posons:

n
Un = Up — .
p+1

Pour tout entier n > p + 1, on a, en utilisant le triangle de Pascal:

n—+1 n n n—+1 n
Uptl = Upt1 — = U, — = U, — Uy,
et P p+1 p+1

La suite (vp,)n>p+1 €st donc constante. On en déduit que:

+1 +1
Vn2p+1,vn:vp+1:up+1_<p )ZUp—l—(p)—(p ):07

p+1 D p+1

et que:
n
Vnzp—i—l,un:( )

p+1

Exercice 11

1. Le cardinal de D,, est le nombre de parties a deux éléments de P,,, d’ou:

En utilisant le triangle de Pascal, on obtient :

s = (“‘2“) _ (2) . (1) —ontn.

Autre solution : Supposons avoir déja construit les «,, droites de D,,. En rajou-
tant a P, un (n + 1)—éme point, non aligné avec deux quelconques des points
de P, on crée n nouvelles droites, d’ou 11 = @, + n.

2. Comme précédemment, en rajoutant a& P, un (n + 1)-éme point, P,yq, on
crée n nouvelles droites. Soit D une de ces droites, déterminée par le point
P, .1 et un point A de P,. Le point A appartient a n — 1 droites de D,,. La
droite D coupe donc les «, droites de D,, en «,, — (n — 1) points autres que
ceux de P,,. On en déduit que, pour n > 2, on a:

n—1 nn—1)(n—2
s = o= (0= 1)) = g, 4" ) =, 4 D),

donc

On remarque que Py = (33 = 0. Donc, en posant: Vn > 2, u, = ?n7 et en

utilisant I’exercice I, on obtient :

Vn > 4, & _ <n> _ n(n—1)(n —2)(n —3)

3 4 4!
et, avec By = (B3 = 0,
n(n —1)(n —2)(n —3)

Vn > 2, 3, = g
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Exercice 111

1. Représentations de G, pour 1 <k <p <3:

G171 .
0 1
Gaa - Gag -
00 01 00
10 11 11
Gy 000 010
001 011
101 111
100 110
Gz 011 100
I'ﬁiil
101 110 010
G373 :
000 001 010
111 110 101

001

011

100

01

10
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2.a. Le nombre n de sommets de G, est le nombre de p-listes de ’ensemble
a deux éléments {0,1}, d’ou:

n = 2P,
2.b. Soit u = (uy, . ..,u,) un élément de V,, ou, pour 1 <+ < p, u; appartient
a {0,1}. Un voisin de u est déterminé par les k éléments de {uq, ... u,}, dont

il difféere de u. Le nombre de voisins de u est donc le nombre de parties a

p>' On en déduit que Gy est

k élements de {ug,...,u,}, qui est égal a <k

(Z) —régulier et et que le nombre d’arétes de G, est

b))

3.a. Le sommet u = (uy, ... ,up), défini par u; = --- = u, = 0 appartient a V.
Le sommet v = (vy, .. .,vp), défini par v; = 1 et Vi > 2, u; = 0 appartient a V.
On en déduit que V, et V.’ sont non vides. De plus, par définition, ces deux
ensembles sont disjoints et leur réunion est V;,. On a ainsi prouvé que V; UV’
est une partition de V.

3.b. Soit u = (uy,...,u,) un sommet de V; comportant 2q + 1 fois le chiffre 1.
Soit v = (vy, . ..,v,) un sommet adjacent & u. La suite (vy,...,v,) est obtenue
en changeant k éléments de la suite (uq,...,u,) : k' fois le chiffre 0 et k" fois

le chiffre 1. Le sommet v comporte donc 2¢g + 1 + k' — k” fois le chiffre 1. On
a: k=K +FE' Sik est pair, il en est de méme de £ — £”, donc v appartient
a V. On en déduit qu’il n’existe aucune aréte entre un sommet de V' et un
sommet de V', donc que G, n’est pas connexe.

La réciproque de cette propriété est fausse: par exemple, G5 3 est non connexe.

3.c. Reprenons le raisonnement précédent avec, cette fois-ci k£ impair. On a
alors k" — k" impair, donc v appartient a V. On montre de méme que, si u
appartient & V', tout voisin de u appartient & V. On a ainsi prouvé que G
est biparti, associé a la partition V; U V" de V.

La réciproque de cette propriété est fausse: par exemple, G 9 est biparti.

4.a. Soit u = (uy,...,u,) et v = (vy,...,v,) deux sommets distincts de G, qui
difféerent par exactement [ indices: 7; < ... < 7;. Construisons successivement
les sommets:

u’ = u,

u! différant de u par Pélément d’indice 7y,
u différant de w/~! par I'élément d’indice i;,

u! differant de u!~! par 1’élément d’indice ;.
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On obtient u! = v, on a ainsi construit une /-chaine d’extrémités u et v.
On en déduit que pour tout couple (u,v) de sommets de G, il existe une chaine
d’extrémités u et v, donc que G, est connexe.

4.b. La construction précédente montre de plus que, si u et v différent par [
chiffres, on a: D(u,v) <.

Supposons D(u,v) = h, avec h < [ et soit (v° = u,v!,... v" = v) une h—chaine
de u a v. Chaque élément o', ... v" différerait du précédent par exactement
un chiffre, donc u et v différeraient par au plus h chiffres, ce qui contredirait
I’hypotheése h < [.

On a ainsi prouvé que, si u et v différent par exactement [ chiffres, D(u,v) = L.

h

4.c. Deux nombres de p chiffres différent par au plus p éléments, on a donc
A(Gp) < p. D’autre part, (0,...,0) et (1,...,1) différent par exactement p
chiffres, donc A(G,) = p.

4.d. Soit u = (uq,...,u,) fixé dans V et soit [ fixé dans IN. Le nombre de
sommets v de G, tels que D(u,v) = [ est le nombre de parties a [ éléments de

P ,pour 0 <[ <p, et 0 pourl > p.

I'ensemble {uy, ... ,u,}. Ce nombre est l



