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GRAPHES ET COMBINATOIRE

Corrigé succint de ’examen de septembre 2006

Exercice 1

Notons X T'ensemble des poeémes de 14 vers que le poéte peut composer et,
pour tout sous-ensemble X’ de X, posons: X’ = X \ X".

1. Le nombre d’éléments de ’ensemble X est le nombre d’applications de
I'ensemble {P,...,P;,} dans 'ensemble {1,...,10}. D’ot, | X| = 10

2. Si les vers v et v/ de P4 se terminent par le mot destin, 10'3 poémes se
terminent par le vers v et 10'® autres poémes se terminent par le vers v’ . On
en déduit que 2 - 10'3 poémes se terminent par le mot destin.

3. Notons:
Y D’ensemble des poémes contenant les trois mots wvie, amour, soleil,
71 ensemble des poémes ne contenant le mot wvie,
Z5 ’ensemble des poémes ne contenant le mot amour,
Z3 I'ensemble des poémes ne contenant le mot soleil.
On a:
Y =2\NZyNZs=2,UZy U Zs.
Or
| Z1UZUZs| = |Z1|+| Zo|+ | Z3| — | 21N Zs| — | ZaN Z3| — | ZsN Z1 |+ | 21N Zo N Z3],
avec
|Z,| = 25| = | Z3] = 9™,
|Zy N Zsy| = |ZoaN Zs3| = |Zs N Zy| = 81,
|Z1 N Zy N Z3| = TH.
D’ou, d’aprés la formule du crible:

Y| =10 -3.9" +3.8" — 714,
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Exercice 11

1.a.

P(5,2) P(6,2) P(6,3)

On remarque que P(5,2) est le graphe de Petersen.

1.b. Tout sommet z; de {xy, ...,r,_1} admet trois voisins distincts, x;11, z;_1,
y;, donc est de degré 3.

n
Pour p # 5 tout sommet y; de {yo,...,yn—1} admet aussi trois voisins dis-
tincts, Yiyp, Yi—p, Ti, donc est de degré 3.

n _ .
Pour p = —, on a i+ p =i —p [mod n|, donc y;y, = yi—p. Tout sommet de

{Y0, .- ,yn—1} est alors de degré 2.
On en déduit :

3-2
Pourp;ég,|E|: Qn:i’m.
n 3n 2n  5n
P =— |F|l=—+4+—=— =hHp.
ourp =g, |B] =+ = =5p

1.c. Avec les notations du sujet, P(n,p) = (V,E), avec E = E; U E2 U Es et

By = {{yigisp} | 0<i <n—1}.
Posons alors P(n,n —p) = (V,E'), avec E' = E; U E2 U F} et
Or, en posant i + p = j [mod nJ], on a,
{visvirnt = {Wi—pyit ={y595-p} = {Yj¥jn—}-
De plus, 7ZZ/nZZ désignant 1’ensemble des entiers modulo n, Papplication :
2/ — 7L/n7
1 — 4D

est bijective.
On en déduit £ = E5 et P(n,n —p) = P(n,p).

1.d. Posons E' = (E1 \ {xn_l,xo}) U Es. Le graphe G = (V,E') est un arbre
couvrant de P(n,p), ayant n sommets de degré 1.
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2.a.
o T
Yo n
Ys Y2
I3 i)
P(4,1)

On remarque que P(4,1) est le 3—cube.

2.b. Une 2—chaine de u & u est du type (u,e,v,e,u). Tout sommet u étant de
degré 3, on a trois 2—chaines de u a wu.

Une 3—chaine de u & u est un triangle. Or, P(4,1) n’admet pas de triangle.

2.c. Si, pour u et v adjacents, il existait une 2-chaine de u a v, le graphe G
contiendrait un triangle, ce qui est exclus.

Remarquons que, dans le graphe G = P(4,1), les huit sommets jouent le méme
role. Cherchons, par exemple, les 3—chaines de zy a x;. En considérant succes-
sivement les sommets 1, Yo, T3, adjacents a xg, on obtient sept 3—chaines de
Zo a Ty

(1’0,1’1,1’0,1’1),(ZL’Q,ZL’l,yl,l'l),(l'(),l‘l,l‘g,l‘l),

($0>y0>yl7371)7(95071/079507951)7

(xo,xg,l'g,l'l),(l’o,l’g,l’0,$1>.

2.d. Un couple de sommets du type (zg,x2) est relié par deux 2-chaines,
(x0,21,22) et (xg,z3,22) et zéro 3—chaine.
Il en est de méme pour un couple du type (zo,y1).
Un couple de sommets du type (zo,y2) est relié par zéro 2—chaine et six 3—
chaines:

(70,21,72,92),(T0,21,91,92),(T0,21,72,Y2),

(5507y07y17y2)7(5507y07y37y2)7(5’7075’7375527y2)-



