Université Pierre & Marie Curie 2004/05
L2 MATHEMATIQUES MoDULE LM 220

EXAMEN DU 21 JANVIER 2005

Durée 2 heures

Les documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Toutes les réponses devront étre soigneusement justifiées.

*x Kk kK&

Question de cours

Sachant que dans un corps K de caractéristique p, on a la relation
VaeK, VWoeK, (a+bP=d"+1,

démontrer le théoréme suivant :
Théoréme Soit K un corps fini de caractéristique p, et soit Q € K[X] un polynéme & coeffi-
cients dans K. On a I’équivalence

(@eB]) — (@Y =0ux")).

Probléme

Partie I Soit P € F2[X] le polyndme défini par P = X*+ X + 1.
1. Montrer que 'anneau quotient K = Fo[X]/(P) est un corps.
2. Déterminer
(a) la caractéristique du corps K,
(b) une base du Fo-espace vectoriel K et la dimension de cet espace vectoriel,
(c) le nombre d’éléments de K.

3. Soit & = X la classe du polynéme X dans K, montrer que o est un élément primitif du
corps K.

Partie IT : Etude d’un code de Hamming de longueur 15

Dans ce qui suit, P désigne toujours le polynéme X* + X + 1, K désigne le corps défini dans la
question 1 de la partie I, et o I’élément primitif de K défini dans la question 3 de la partie I.

On considére application Fy-linéaire u de (F2)'® dans K définie par
14
V(co,C1y- -+, c14) € (F2)', u(cg, C1y - -, C14) = ch o,
k=0

et on désigne par C le code binaire de longueur 15 défini par C = ker(u) C (F2)'°.
Chaque vecteur (cg,ci,---,c14) € (F2)'® est identifié au mot coc; - .. c14 de longueur 15. On
appelle mots de code les éléments de C.

1. Montrer qu’il n’existe pas de mot de code de poids 1.
2. Montrer qu’il n’existe pas de mot de code de poids 2.

3. Déterminer un mot de code de poids 3.
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4. En déduire la distance minimale d du code C et sa capacité de correction.

5. Montrer que Im (u) = K. En déduire

© ® NS

10.
11.
12.
13.
14.
15.

(a) la dimension du code C,

(b) le nombre d’éléments de C.
Montrer que le code C est parfait.
Montrer que le code C est cyclique.
Montrer que que le polyndme P divise le polynéme X5 — 1 dans dans Fo[X].
Montrer que P est le polyndéme générateur du code cyclique C.
Combien de lignes et de colonnes posséde une matrice génératrice G de C'?7 Justifier.
Déterminer une premiére ligne possible d’une matrice génératrice de C.
Déterminer le polynéme de contrdle h du code cyclique C.
Combien de lignes et de colonnes posséde une matrice de controle H de C'? Justifier.
Déduire de la question 12 une matrice de controle H de C.

Calculer le syndrome du mot regu 110000000000000 puis corriger ce mot sous I’hypothése
de Pexistence d’au plus une erreur.
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UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE 9 juin 2005

Examen de Mathématiques LM 220 (durée 2 heures)

Les siz exercices sont indépendants. Les documents et calculatrices ne sont pas au-

torisés.

1. a) Quel est le pged de 5141 et 2491 7
b) Décomposer ces deux nombres en facteurs premiers.

¢) Quel est leur ppcm 7

2. a) Trouver des entiers relatifs u et v tels que 35u + 29v = 1.
b) Déterminer un entier n tel que n =3 mod 35 et n =5 mod 29 .

c¢) Quel est le plus petit entier n > 10000 satisfaisant ces conditions ?

3. On considére les polynomes X4 — 4 et X4+ X —'2 de Fs[X].
a) Déterminer leurs racines dans Fs.
b) Quelles sont leurs multiplicités ?

c¢) Décomposer ces polyndmes en facteurs irréductibles dans F5[X].

4. Posons K = F5[X]/(X* + X + 1) et notons a la classe de X dans K.

a) Démontrer que K est un corps. Quelle est sa caractéristique ? Son cardinal ?
Expliciter une base de K sur son sous-corps premier.

b) Soit F : z — 2% lautomorphisme de Frobenius de K. Calculer F™(a) pour
tout m>1.

¢) L'élément a engendre-t-il K* 7 Calculer log,(a+ 1).

5. Alice veut envoyer 4 Bob un message crypté en se servant de ’algorithme RSA. La clé
publique de Bob est (n,e) = (391,9). Le message que veut envoyer Alice est 28.

a) Quel calcul doit effectuer Alice pour encrypter ce message ?

b) Effectuer ce calcul.

¢) Quels nombres premiers Bob a-t-il utilisé pour fabriquer sa clé ? Quel est sa clé

secrete 7

6. Considérons le code linéaire ayant pour alphabet Fg et pour matrice génératrice

10011
0101 2
0 011 3

a) Quelle est le mot-code correspondant au mot-source 321 ?

b) Expliciter une matrice de contréle de ce code. Déterminer la distance minimum et
la capacité de correction du code. Le code est-il MDS (Maximum Distance Separable) ?

¢) On regoit le message 14030 . Vérifier qu'il est entaché d’erreurs. En supposant qu’il

comporte un seul chiffre erroné, le corriger et retrouver le mot-source dont il provient.
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Université Pierre et Marie Curie Jeudi 15 septembre 2005

Examen de Mathématiques LM220

(durée 2 heures)

Les documents et calculatrices ne sont pas autorisés. Les téléphones portables doivent
étre maintenus éteints.

Les exercices sont indépendants. | Les réponses doivent étre soigneusement justiﬁéesj

1. On considere le code linéaire sur F; ayant pour matrice de génératrice :

1000111
G=0100011
0010101
0001110

(a) Quelle est la longueur du code ? Quelle est sa dimension ?

(b) Donner une matrice de controle du code. Quelle est sa distance minimale et sa
capacité de correction ?

(c) Le code est-il MDS (Minimum Distance Separable) ? Le code est-il parfait ?
(d) Encoder le mot source 1001.

(e) Vérifier que le mot 1111000 n’est pas un mot de code. Trouver le mot de code
le plus proche. Quel est le mot source ?

2. Soit P= X"+ X +1 € Fo[X], A =TF2[X]/(P) et  la classe de X dans A.
(a) Expliciter une base de A sur F,. Quel est le cardinal de A?

(b) Montrer que « est un élément inversible de A. Quel est son inverse ?

(c) Soit F: A — A tel que F(z) = z2. Exprimer F™(a), pour 1 < m < 6, comme
combinaison linéaire de 1, o, a2, a3, a*, a% ab. Montrer que F7(a) = a.

(d) Quel est le plus petit entier n > 1 tel que o™ =17
(e) Montrer que A est un corps. Que peut-on en déduire sur le polynéme P ?

(f) Montrer que @ et a + 1 sont des générateurs de A*. Quels sont les plus petits
entierd > 0et e >0telsque a +1=caet a=(a+1)°.

3. Bob recoit d’Alice un message qu’elle a encrypté en se servant de l’algorithme RSA.
La clef publique de Bob est (n, e) = (667,493). Le message crypté qu’il recoit est 24.

(a) Quels nombres premiers Bob a-t-il utilisé pour fabriquer sa clef? Quelle est sa
clef secrete ?

(b) Quel calcul doit effectuer Bob pour décrypter le message ?

(c) Effectuer ce calcul. Quel est le message qu’Alice a envoyé ?
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