UPMC - LM216 — Examen — Janvier 2005 : 1

UNITE D’ENSEIGNEMENT LM 216

EPREUVE ECRITE
Lundi 17 janvier 2005 — Durée 2h
Les deux exercices sont indépendants

— On considére la courbe I' définie par 1’équation implicite x* +2xy* =1 et on se
propose de déterminer la distance g du point O =(0,0) a I" - c'est-a-dire le minimum de
OM pour M parcourant I' par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

1. On considére la fonction F :(x, y,u) > x* + y* +u(x’ +2xy* —1). Déterminer ses points

critiques
2. Déterminer la distancede Qa I'.

3. a. Montrer que I’équation x’ +2xy* =1 peut, au voisinage de (1,0) se résoudre sous la
forme x = A(y) ou A est une fonction paire telle que #(0)=1
b. Donner le développement limité & ’ordre 2 de h en 0.

¢. Montrer que le point (1,0) est un maximum relatif de la fonction f:x,y > x* +y*

relativement 4 la condition x* +2xy* =1.

- Soit R>0. Dans le plan R* on considére I’ensemble K des points (x, y) tels
que x> +y*<dety2x*+1.

1. a. Représenter schématiquement cet ensemble et dire pourquoi il est quarrable

b. Déterminer I’intersection de K avec la parall¢le a I’axe des abscisses d’ordonnée y

c. Calculer I’aire 4 de K en utilisant les intersections de K avec les paralléles a I’axe des
abscisses

N1ty =22 = Ly 4=
J 4-y*de= y“ +2arcsm(2]

On donne les primitives suivantes
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2. a. Onnote ® I’ensemble des points (rcos s, 7 sin s) pour r €[0,2] et

\F \F
s €| arccos ,[—, 7 —arccos, [—
l: 8 8

Décrire géométriquement ® et montrer que c’est aussi le sous-ensemble du disque D de

centre O et de rayon 2 des points (x, y) tels que y> \E ||

b. Déduire de la question précédente que K — ® et que (rcoss,rsins) € K si et seulement si

1

rel,[-
cos2s’

2].

¢. Retrouver I’aire de K & partir de la description de K donnée en b Indications :

coordonnées polaires.... On pourra prendre la primitive J' d__1 ln(1 *sin2s

cos2s 4 1-sin2s
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UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE

LM. 216
EXAMEN DU 6 JUIN 2005 : 8H30-10H30
L’usage des documents et des calculatrices n’est pas autorisé.
Les deux problémes sont indépendants.
PROBLEME I

On considere la fonction f définie sur R” par f(x,y)=x"y>(1+ x + y)
1. a. Démontrer que toutes les dérivées partielles de f sont nulles a partir d’un certain

rang; en déduire que fest de classe C”.

L.b. Calculer explicitement les dérivées partielles:

of of FF Pf Pf P
ax’ay’axz’ay2 " axdy 6y6x'

1.c. Déterminer les points critiques ( ou singuliers) de la fonction f.
. 1 1 .
2. Démontrer que le point A(- 3 5—) est un extremum ; est-ce un maximum ou

un minimum?

3. Est-ce que les points suivants sont des i) maxima, ii) minima, iii) ni I’un ni I’autre:

a) B(0,2) b) C(- -;—,O)

1
c¢) IX0,b)avecb=0,b=-1b=2 d) E(a0)aveca=0,a=-l,a= —5
e) F(O,-1) f) G(-1,0) h) H(0,0).

PROBLEME II

—-X
On pose P(x,y) = —2—g X%,Y) = o0 = P(x, y)dx + O(x, y)dy
X + y X + y

On considere le bord du losange y = {(x, y)ER?/ x|+ |y|= 1J'> orienté dans le sens
direct ( ou positif ) et paramétré par:

(x.y)=(1-1,0,0= =<1
(x.y)=(-12—-1)1<t=2
"Nxy)=-32-n2=<t<3
(x,y)=(t-3,t-4),3=<t<4
On pose D={(x,y) ER*/[x|+ [y|<lj'>
Tournez la page S.V.P.



1.a. Calculer j]'l)(g%x,y)- %;:(x,y)}kdy :

1.b. Calculer I’intégrale curviligne I = jy .
(Pour simplifier les calculs, remarquer et justifier que les intégrales sur les quatre

cotés du losange sont égales)

1.c. Peut-on appliquer la formule de Green-Riemann au domaine D ?

x X

2. On pose F(x,y) = z—e—T(xsiny —ycosy)et Q(x,y)= 2e ~(xcosy + ysiny)
X +y x“+y

P,=P+ P,Q,=0 +Q avec P,(0,00=0etQ,(0,0)=1.
2.a. Démontrer que P, n’est pas de classe C' dans D,.
On admet que P, et Q, sont de classe C' dans D.

d dP,
Q2 (x’y)_ —i(x,)’)-
ox ay-

2.c. En déduire /= fy P(x,y)dx + Q(x,y)dy.

2.d. Justifier I’affirmation: P, et Q, sont de classe C' dans D.

2.b. Calculer
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UPMC, Licence, LM2186, session de septembre 2005

Licence, Deuxiéme année, LM 216

Epreuve de Mathématiques du 16 septembre 2005
Durée 2 heures

L'usage des documents et des calculatrices n’est pas autorisé.

EXERCICE 1- Soit D le domaine défini par D := {(z,y) € R%z? 4 4y? < 1}.
a) Effectuer le changement de variables z = r.cos 8, y = §.sin6, et calculer

Iz//D(xz—yz)dzdy .

b) Calculer 2" (6 cos* 9 — ?’Sizﬂ) dé.
On pourra au choix utiliser la formule de Green-Riemann et la question a), ou faire un calcul direct.

EXERCICE 2— On pose I(z,y) = 3z + 4y), p(z,y) = 22 + ¥?, et on introduit la fonction
F(l,p) = lexp(—p). Enfin, on pose

G(z,y) = F(l(z,y), p(z,9)) = (32 + dy) exp(~2* — ?).

a. Calculer les dérivées partielles de G en fonction de %%, %—Fp'.

b. Déterminer les points critiques de F'.
c. Déterminer les extrema locaux de F'.

EXERCICE 3- Soient U et V les sous-ensembles de R? définis par U : = {(z,y) € R?, z >y}
et V := {(z,y) € R?, y? — 4z > 0}, et soit ¢ I'application de R? dans lui méme définie par
o(z,y) = (zy,z+y). Onposerau=zy et v=z+y.

1. Montrer que ¢ est de classe C*.

2. Calculer la matrice jacobienne de .

3. Montrer que pour M € U, ¢(M) € V; montrer que la restriction ¢y de ¢ & U induit une
bijection de U vers V. Montrer que (<p|U)_1 est également de classe C!.

4. On suppose que f est une fonction de R2 —s R de classe C!, vérifiant ’équation

“ % o)~ L (o) 4360~ (e ) =0

Onposeg := fo cpr[}; calculer gﬁ-(z,y) —3g(z,y).

5. Déterminer toutes les fonctions de U dans R de classe C! vérifiant (x).

EXERCICE 4~ On désigne par K le sous-ensemble de R? des points N de coordonnées (z, y)
tels que 9z2 + 42 < 1.
1. Donner une représentation paramétrique du bord de K parcouru dans le sens direct.
2. a. Soit f : R — R une fonction de classe C; exprimer 4 'aide de f I'intégrale

/ /K f(92% + 4y?)dzdy

(f' désignant la dérivée de f).
1

Indication - On pourra faire le changement de variables z = 3rcosp et y = %r sin .
b. Utiliser a pour calculer l'aire de K et l'intégrale

I= / / (922 + 412) dzxdy
K
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