Corrigé LM125 juin 2006
a) PQeE, \ucR,

F (AP + pQ) (AP + Q) (0), (AP + 1Q) (1), (AP + 1Q)" (2) , (AP + 1Q)"" (3))
= A(P(0),P'(1),P"(2),P"(3) +1(Q(0),Q (1),Q"(2),Q" (3))

A(P)+pf(Q).

f(P)=(P(0),P'(1),P"(2),P"(3))
b) Soit P (X) = a+ bX + cX? + dX3. Alors
P (X)=b+2cX +3dX? P"(X)=2c+6dX, P (X)=6d
f(P) = (a,b+2c+3d, 2c+12d,6d).

Donc P € ker f < (a,2¢c+ 3d, 2¢+12d,6d) = (0,0,0,0) @ a=b=c=d=0<
P =0g.

Il résulte que f est injective. E étant de dimension 4, E et R* ont la méme
dimension, donc f est bijective.

C) H;, = fil (ei+1) <~ f (Hz) = €i41-. Soit

Hi(X)=a; +b;X +c; X? +d; X3, 0<i<3.

On a:
i)
(a0, bo + 2¢o + 3do, 2¢o + 12dy, 6dp) = (1,0,0,0)
donc
ag=1,bg=0,c9o=0,dyp=0
et
Hy(X)=1.
ii)
(a1,b1 + 2¢1 + 3dy, 2¢1 + 12d4,6d1) = (0,1,0,0)
donc
a1 =0,d,=0,¢0=0,0p =1
et
H (X)=X.
iii)
(ag2,ba + 2¢o + 3da, 2¢o + 12dy,6d3) = (0,0, 1,0)
donc
as =0, dy =0, 02:%, by =—1
et
Hy(X)=—-X+ Lx2 o M.
2 2
iv)
(ag,bs + 2¢3 + 3ds, 2c¢5 + 12d3,6d3) = (0,0,0,1)
donc )
a3:0,d3:%, c3 = —1, b3:2f§:%
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donc

3 X(X?2-6X+9) X (X-3)°

T2 6 B 6

d) f (et donc f~1) étant un isomorphisme et C = (ey, €2, €3, €4) une base de R%, il
résulte que (f~(e1), f (e2),ft(e3), f ' (es)) = H est une base de E.

f(P):P(O)el+P’(1)€2+P”(2)€3+PW(3)64

H3 (X)

X7X2+%X3:

donc
P = f2(P(0)e;+P (1) ey +P"(2)es+ P" (3)es)
= P)f T (er) +P (1) f 7 (ea) + P"(2) [ (e3) + P (3) f (ea)
= P(0)Hy+ P (1)H, + P"(2) Hy + P" (3) Hs.
2) a)

f(P)=(a,b+2c+3d, 2¢+ 12d,6d) .
f)=e1, f(X)=es f(X?)=2es+2e3, f(X?)=3es+12e5+ ey

10 0 0
c 012 3
[f1s = 00 2 12
000 6
b)
(5 = 14

¢) Pour tout P € Eona P =P (0)Hy+ P (1) Hi+P" (2) Hy+ P" (3) H3, donc

1=Hy, X =H,, X?=2H,+2H,, X*=3H, + 12H, + 6H;

et la matrice de passage de ‘H a B est

1 0 0 O
01 2 3
0 0 2 12
00 0 6
Remarque. On aurait pu écrire la matrice de passage de B & H
10 0 O
01 -1 32
P=110 o i -1
00 0 ¢

et calculer PL.
3) P € R3[X], donc P* € Ry[X], XP+ (X — 1) P* € R5[X] donc ¢ (P) € R3[X].
Pour PQe Eona XP+ (X —-1)P*=g(P)X?+aX +b
XQ+(X-1)Q =g(Q)X*+aX +p
donc
XP+Q+(X-1D)(P+Q)=(gP)+g @)X’ +(a+a)X +b+ 5.

Comme et donc g (P) 4+ ¢ (Q) est le quotient de la division de

et
(P*+Q7)(0) =P(0)+Q(0) =0,



on a
Pr+Q =(P+Q)

et

XP+Q)+(X-1)(P+Q)" =(9(P)+9(@)X*+(a+a) X +b+p
et donc

g(P)+9(Q)=9g(P+Q).
Analogue
g(AP) = Ag(P).
b)
i)Si P =1, P* =X, donc
XP+(X-1)P =X+XX-1)=X*=1-X?

i) Si P= X, P* = X2 donc

3 2
XP+(X-1)P =X?+(X-1) _ X +X =<X2+1>~X2

3

. o « X
iii) Si P = X?, P* = &~

X+ 2x3 X? 42X
XP+(X-1)P*=X3+(X-1) + —( a ).X2

3

4

. . _ x _ X
iv) Si P = X3 P*=2-

X°  3x* X3 4+ 3X?
+3 :< +3 >.X2

XP+(X-1)P =X*+(X-1) 7

donc

)

[\ oy

Il
oo O
S O
O wl=win O
Bl O O

(X —1) (X —3) (X —1) (X —4)°
2 6 '
Po=1,P =X, XPR+(X-1)P=X+(X-1)X =X?

Ph=1,PA=X-1, P = , Py =

donc
g(Py) = Po.
X2 X?
P = X—l,P{‘:2—X,XP0+(X—1)P5‘:X(X—1)+(X—1)<2—X)
= X(X1)<1+)2<1>;X2(X1),
donc



(X-D(X=3)  X*—4X+3 . X, 3X  X7-6X?+9X

P= 2 N S R 2 6
_ X(X6_3)2,XP2+(X—1)P;:X(X_12)(X_3)+(X—1)X(X6_3)2
= X(X—l)(X—3)(;+X6_3):éXQ(X—l)(X—S)

donc

g(P)= ¢ (X~ 1)(X-3)= P

Remarque. Pour P;3 on a:

(X -1 (X -4 (X-1)(X2-8X+16) X3 -9X2+24X — 16

P3 = = B
6 6 6
. X+t X3 5 8X X1 12X3448X7% — 64X
o= gy Y g = 21 =
X4 4X3 —8X3 +32X2 +16X2 — 64X
24
(X —-4)(XP-8X%2+16X) X (X —4)°
o 24 o 24
(X —1) (X —4)? (X —4)°
XPs+(X-1)P; = X +(X-1)X o
B o (1 X-—4
= X(X-1)(X-4) (6+ 51 >
1 2
= —X?’(X-1)(X -4
o ( ) ( )
donc
(P3) = 1(X 1) (X 4)2—1P
g3 Y ~ 1 3.
Exercice 11
a)
5—A 1 0
0 5-Xx 1 |=(B-A°
0 0 5-—2)\

donc 5 est valeur propre de multiplicité 3.
Pour trouver les vecteurs propres on résout

01 0 T 0
b)] 0 0 1 y |=10]y=2=0.
0 0O z 0

lespace propre associé est {z,0,0}.
b)Cet espace est de dimension 1, la matrice n’est pas diagonalisable.

c)

010 010 00 1
(A=5I*=10 0 1 001 |=|000
00 0 00 0 00 0



00 1 010 00 0
(A=5L)°=[ 0 0 0 001)=]000
000 000 00 0
donc
(A—5I3)n:038in>3.
Donc
A" = (5I3+ (A —5I))" = (5I3)" + C (513)" " (A = 5I3) + C2 (5I3)"* (A — 513)°
1 00 1 0 n(n—1) 0 0 1
= 5[0 1 0 | +n5"t 01 |+ 521 0 0 0
00 1 00 2 00 0

0
0
0
5N n5n—1 "(” 1)5n 2
n5n 1 )

5
0 0
Exercice III
Puisque P € R[X], 2 — ¢ est aussi racine de P, donc P est divisible par
(X —2—i) (X —24i)=(X —-2)"+1=X>—4X +5.
On obtient par divison:
5X% —24X3 +42X? — 24X +5

(5X? —4X +1) (X* —4X +5)
5(X —2—1)(X —2+1) (X+25i) <X+2H)
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