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Probleme 1

1) Par hypothese, il existe «, 3,7, € C non tous nuls tels que

av + Bf (v) +vf% (v) +3f° (v) = Oc.
Si 6 =0, alors
av + 3 (v) + 7% (v) = Oca.
(v, f (v), f* (v)) étant libre on a a = § = v = § = 0. Contradiction.
Donc 6 # 0 et

P =205 -1 @) = aw + 017 0) + 0 ).

(v, f (v), f? (v)) étant libre ag, a, a; sont uniques.
2) Hypothese de récurrence, pour n > 0

fn+3 (U> = Qpy3V + ﬁn-ﬁ-?}f (’U) + 7n+3f2 (U) :

Cf 1) c’est vrai pour n = 0.
Alors

[ ) = f (fn+3 (U)) = i3] (V) + Buisf? (V) + Yarsf> (v)
= piaf (V) + Buiaf? (V) + Ynts (04311 + Bsf (v) 4+ y3f? (U>)
= Tnr3030 + (s + Ynr30s) [ () + (Buys + Ynrsys) 2 (v)
= na¥ + Bpsaf (V) + Yoraf (v)

Donc (v, f (v), f? (v)) est génératrice de F. Puisque (v, f (v), f%(v)) est libre,
elle est une base de F. Comme f (v) € F, f(f (v)) = f2(v) € F, et f(f*(v)) =

fP(v) e Fona f(F)CF;
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3) La matrice de f est
4) Le polynome caractéristique est donc

—A 0 ao
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= (=) ()\2 — Ao\ — al) +ag = -\ + a2\ + o\ + aq.
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5)Le théoreme de Cayley-Hamilton implique

Of (f) == —.]?3 + CLQ}V2 + a1f~+ (lo]dF = OEndF‘

Remarque : on peut aussi faire le calcul explicite en utilisant la matrice trouvée
au 3).

Probléme III

1) Soient «, 5 € R tels que aC 4+ 3S = 0. On a acosz + Fsinx = 0 pour tout
r € R. Pour z = 0 on obtient o = 0 et pour # = § on a = 0. Donc {C, S} est
libre et dim (Vect {C,S}) = 2.

2) Ona G (z) = coszcosa—sinzsina, H () = cosxcosb—sinzsinb, K (x) =
COS T cOs ¢ — sin x sin c.

Donc G = (cosa) C' + (—sina) S, H = (cosb) C' + (—sinb) S, K = (cosc) C +
(—sinc) S.

3) Non car dim (Vect {C,S}) = 2. On considere

cos a cosb cosc
—sina —sinb —sinc

cosa  cosf3 .
‘—Sina —sin 3 = sin (o — f§)

Comme

on obtient:
1)Sia—b#kroub—c#krouc—a#kn, keZ,dim(Vect{G,H, K})=2.
2)Sia—b=kretb—c=Fkn kK €Z, alors dim (Vect {G,H,K}) = 1.
Probleme 11
Si le déterminant de la matrice vaut 25, on a
8 a
b 2

donc ab = —9. On peut , par exemple, prendre a = 3, b = —3.

=16 —ab =25

8—A a
b 2— )\

’ =N —10A+16 —ab= A2 —10A+25 = (A — 5)°.
Les vecteurs propres sont v (z,y) tel que
3x —ay =10

donc dim E5 = 1 pour tout a et donc la matrice n’est pas diagonalisable.



