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Problème I

1) Par hypothèse, il existe α, β, γ, δ ∈ C non tous nuls tels que

αv + βf (v) + γf 2 (v) + δf 3 (v) = 0C4 .

Si δ = 0, alors
αv + β (v) + γf 2 (v) = 0C4 .

(v, f (v) , f 2 (v)) étant libre on a α = β = γ = δ = 0. Contradiction.
Donc δ 6= 0 et

f 3 (v) = −α

δ
v − β

δ
f (v)− γ

δ
f 2 (v) = a0v + a1f (v) + a2f

2 (v) .

(v, f (v) , f 2 (v)) étant libre a0, a1, a2 sont uniques.
2) Hypothèse de récurrence, pour n ≥ 0

fn+3 (v) = αn+3v + βn+3f (v) + γn+3f
2 (v) .

Cf 1) c’est vrai pour n = 0.
Alors

fn+4 (v) = f
(
fn+3 (v)

)
= αn+3f (v) + βn+3f

2 (v) + γn+3f
3 (v)

= αn+3f (v) + βn+3f
2 (v) + γn+3

(
α3v + β3f (v) + γ3f

2 (v)
)

= γn+3α3v + (αn+3 + γn+3β3) f (v) + (βn+3 + γn+3γ3) f 2 (v)

= αn+4v + βn+4f (v) + γn+4f
2 (v)

Donc (v, f (v) , f 2 (v)) est génératrice de F . Puisque (v, f (v) , f 2 (v)) est libre,
elle est une base de F . Comme f (v) ∈ F , f (f (v)) = f 2 (v) ∈ F , et f (f 2 (v)) =
f 3 (v) ∈ F on a f (F ) ⊂ F ;

3) La matrice de f̃ est 


0 0 a0

1 0 a1

0 1 a2


 .

4) Le polynôme caractéristique est donc

C ef (λ) =

∣∣∣∣∣∣

−λ 0 a0

1 −λ a1

0 1 a2 − λ

∣∣∣∣∣∣
= (−λ)

∣∣∣∣
−λ a1

1 a2 − λ

∣∣∣∣ + a0

∣∣∣∣
1 −λ
0 1

∣∣∣∣

= (−λ)
(
λ2 − a2λ− a1

)
+ a0 = −λ3 + a2λ

2 + a1λ + a0.
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5)Le théorème de Cayley-Hamilton implique

C ef

(
f̃
)

= −f̃ 3 + a2f̃
2 + a1f̃ + a0IdF = 0EndF .

.
Remarque : on peut aussi faire le calcul explicite en utilisant la matrice trouvée

au 3).

Problème III

1) Soient α, β ∈ R tels que αC +βS = 0E. On a α cos x+β sin x = 0 pour tout
x ∈ R. Pour x = 0 on obtient α = 0 et pour x = π

2
on a β = 0. Donc {C, S} est

libre et dim (V ect {C, S}) = 2.
2) On a G (x) = cos x cos a− sin x sin a, H (x) = cos x cos b− sin x sin b, K (x) =

cos x cos c− sin x sin c.
Donc G = (cos a) C + (− sin a) S, H = (cos b) C + (− sin b) S, K = (cos c) C +

(− sin c) S.
3) Non car dim (V ect {C, S}) = 2. On considère

(
cos a cos b cos c
− sin a − sin b − sin c

)

Comme ∣∣∣∣
cos α cos β
− sin α − sin β

∣∣∣∣ = sin (α− β)

on obtient:
1) Si a− b 6= kπ ou b− c 6= kπ ou c− a 6= kπ, k ∈ Z, dim (V ect {G,H, K}) = 2.
2) Si a− b = kπ et b− c = k′π, k, k′ ∈ Z, alors dim (V ect {G,H,K}) = 1.

Problème II

Si le déterminant de la matrice vaut 25, on a
∣∣∣∣

8 a
b 2

∣∣∣∣ = 16− ab = 25

donc ab = −9. On peut , par exemple, prendre a = 3, b = −3.
∣∣∣∣

8− λ a
b 2− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 10λ + 16− ab = λ2 − 10λ + 25 = (λ− 5)2 .

Les vecteurs propres sont v (x, y) tel que

3x− ay = 0

donc dim E5 = 1 pour tout a et donc la matrice n’est pas diagonalisable.
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