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I. Question de cours
Voir le cours

I1. 1) Soit E I’espace vectoriel réel des polynomes a coefficients réels en 1’indéterminée X de
degré au plus 3 (E contient le polyndme nul dont le degré est par convention -0).

P(=X)-P(X)
2
u: P+ u(P)=0Q est une application liné¢aire de E dans E.

L’application U est a image contenue dans E car si P est dans E, P(-X) est aussi dans E, qui
est stable par combinaison linéaire donc U(P) est dans E. u est linéaire car 1’application
P(X) > P(—X) est linéaire.

Pour P dans E on définit Q =u(P)par Q(X)=

. Montrer que I’application

Ecrire la matrice de u relative a la base canonique de E.
Le calcul des images des vecteurs de la base canonique (1, X, X2, X3) est immédiat et la

matrice relative a cette base est

0 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 0 O
0 0 0 -1

Déterminer le noyau Ker u, I’image Im u et montrer que E=Keru® Imu.
Le noyau Ker u est constitu¢ des polyndomes tels que P(X)=P(-X) : les polyndémes pairs,

une base est (1, X? ), la lecture de la matrice précédente montre que 1’image est engendrée par
—X,=X’et donc que (X, X3)est une base de Im u .

Comme (1, X, X%, X 3)est une base de E, il est alors clair que E=Keru® Imu.

2) Soit F un espace vectoriel réel et U une application linéaire de F dans F vérifiant
UoU=-U. Montrer que pour tout X dans F on a X+Uu(X)e Keru. En déduire que

F=Keru® Imu.
v Pour tout X dans F, puisque UoU=—Uon a
u(X+u(x)) =u(x)+uu(x)=u(x)—u(x)=0 et x+u(x) e Ker u. Posons alors
V(X) =X+U(X)e Keru, ona X=V(X)—U(X), ce qui montre que F=Keru+ Imu.
v sixeImunKeru, il existe y tel que Xx=u(y), alors
u(x)=u(u(y))=(uou)y)=-u(y) et u(x)=0 implique u(y)=0 etdoncx=0 et
ImunKeru=(0).
Remarques :
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v’ Tapplication u du 1) vérifie cette condition,*
v' si on suppose F de dimension finie, on peut appliquer le théoréme du rang
dimkeru+dimImu =dimF ce qui compte montre que la somme est directe.

I11. Soit E I’espace vectoriel réel des polynomes a coefficients réels en I’indéterminée X de
degré au plus 2 (E contient le polyndme nul dont le degré est par convention -c0). On note P’
le polynome dérivé du polynome P.
A tout polyndme P on associe le polynome f(P)=(X*-1)P'—(2X +1)P.
1) Calculer f (1), f(X), f(X?). Montrer que f est une application linéaire de E dans E.
Ecrire la matrice A de f relative a la base canonique.
Ona f(1)=-=2X -1, f(X)=—X*-X -1, f(X*)=-X*-2X .
On en déduit que
v' L’application f est linéaire car la dérivation est linéaire et la multiplication par un
polynome fixe est linéaire. Elle est a image dans E puisque les images des vecteurs
d’une base sont dans E.
v La matrice A est

2) Déterminer les valeurs propres puis les vecteurs propres de f. A est-elle diagonalisable ? Si
oui donner une matrice diagonale semblable a A.

-1-x -1 0
Le polyndme caractéristique D de A est D(x)=| -2 —-1-x -2 |. On le développe par
0 -1 -1-X

exemple par rapport a la premicre ligne :
-1-x =2

-1 -1-X
= (1= ((-1=%) =2=2) = =1+ X)(X* + 2x-3)
=—(1+xX)(X=D(x+3)

D(x) =(-1-x)

Les valeurs propres sont donc 1, -1 et -3, il y en a 3 distinctes, elles sont simples, la matrice
3x3 A est donc diagonalisable. Une matrice diagonale semblable est par exemple

1 0 O
0 -1 0
0 0 -3

Espaces propres
v’ valeur propre 1
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X -2X =y =0
y |est vecteur propre si X, Y,Zsont solutions du systéme {—2Xx -2y -2z =0 qui admet
z -y -2z =0

pour solutions Y =—-2z,X=2 et donc un vecteur propre est le polynome

X2 =2X +1=(X =1)°.

v' valeur propre -1

X -y =0
y |est vecteur propre si X, Y, Z sont solutions du systéme { —2X -2z =0 qui admet
z -y =0

pour solutions y =0,X=-2 et donc un vecteur propre est le polynome
X?=1=(X+D)(X -1).
v' valeur propre -3
X 2x =y =0
y |est vecteur propre si X, Y, Zsont solutions du systéme < -2x 2y -2z =0 qui admet
z -y 2z =0

pour solutions Y =22,X =2z et donc un vecteur propre est le polynéme X +2X +1=(X +1)*

Ona g(l1)=—(nX +1)qui est de degré 1 et pour i >0

g(XH=(X*=DiX"" =X + DX ' =([—n) X" = X' —iX"" qui est de degré i +1 sii<netde
degréi=nsii=n.

Le degré de g(X') est donc égal a celui de X' (c'est-a-dire 4 i) si et seulement si i = n.

Le méme argument qu’au 1) montre que g est une application linéaire de F dans F.

Le calcul fait au a) montre que si P (non nul) est de degré i < n alors g(P) est de degré i+1,

donc P ne peut étre vecteur propre. On en déduit que si P est un vecteur propre de g, g est de
degré n.

Ona
v P =(X+1", B,'=n(X+1)""d’ou
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g(P) =(X2=Dn(X +1)"" = (NX +1)(X +1)"
=(X+1D)"(nX —n—nX -1)
=(X+1)"(-n=1)=(20-n-1)P,
v P =(X-D", P'=n(X-1)""dou
g(P) =(X>=Dn(X =" —(nX +1)(X —1)"
=(X-=D"(nX +n—nX —1)
=(X+D)"(n-)=(2n-n-1)P,
v Pour0<i<n, P=(X-1)"(X+D"" apour dérivée
P'=i(X =D'""(X+D"" +(n—=i)(X =1)'(X + 1), en regroupant on obtient
P'=(nX +2i—-n)(X =) (X +1)"""d’ou
g(R) =(X*=D((MX +2i=m(X =)' (X +1)" )= (X + D)X =1 (X + 1"
=(NX +2i—n—nX =1)(X =)' (X +D)"
=(2i-n-1)P
Commesi i # ) 2i—n-1)#(2j—n-1)etpour i€{0,1,...,n},9(P)=(2i—n-1)P,onan +1

valeurs propres distinctes. F étant de dimension n + 1, il n’y en a pas d’autre, on a ainsi toutes
les valeurs propres de g, elles sont simples et g est diagonalisable.
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